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摘 要

在计算机视觉中，显著性目标检测任务既无处不在又充满挑战。 本文主

要研究基于非凸低秩矩阵分解的图像显著性检测建模和算法。主要包括：

1. 给出图像显著性目标检测的基本问题；概括建模所需的优化概念，定

理、常用数据集及评价标准；

2. 提出一种基于加权组稀疏和 Schatten-1 、 Schatten-2/3 及

Schatten-1/2 范数的图像显著性目标检测模型，并给相应的 ADMM 算法及收

敛性分析；

3. 建立一种基于 Schatten-2/3 范数和稀疏 32l 范数的非凸图像显著性

目标检测模型，其本质上等价于“基于 Frobenius/核范数与非凸 32l 范数的

检测模型”。同时，本文给出其相应的快速迭代算法和理论分析。实验表明

新算法是有意义的。

关键词：低秩逼近； Schatten-p 范数； 矩阵分解； 稀疏；乘子交替

方向法(ADMM)； 显著性目标检测



Research on Salient Object Detection via Matrix Decomposition Algorithm Based on Non-convex Low-Rank

II

Abstract

Salient object detection is not ubiquitous but also challenging tasks in the study of

computer vision. In this paper, we focus on the salient object detection models based on

non-convex low-rank matrix decomposition. The main work can be summarized as follows:

1. The basic problems about salient object detection are given, some basic mathematical

definitions and theories of optimization used in modeling are discussed and some popular

datasets about salient object detection and evaluation metrics are introduced.

2. A novel regularization model for salient object detection is proposed, which integrates

a weighted group sparsity with the convex Schatten-1 or the non-convex Schatten-2/3 and

Schatten -1/2 norm, respectively. The corresponding alternative direction method of multiplier

(ADMM) with derived solutions are discussed in detail, and the convergence of algorithm is

validated.

3. A new approach for the salient object detection is developed, in which the

Schatten-2/3 is integrated with the non-convex sparse 32l norm. The proposed model

essentially can be viewed as “Frobenius/nuclear hybrid norm + non-convex 32l norm”, which

can be set by splitting the objective function and then solved by using the alternating direction

method of multiplier (ADMM). Convergence of the algorithm is discussed in detail. And

experimental results verify the efficiency of the algorithm.

Key words：Low Rank Approximation, Schatten-p Norm, Matrix Decomposition,

sparse，ADMM, Salient Object Detection
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第 1 章 绪论

1.1 课题研究的意义

随着人工智能技术的发展，我们不仅希望可以进行智能计算，同时希望计算机可以

像我们人类一样对某些事物作出正确的判断。例如，当我们面对一幅图像时，注意力很

快会被图像上“不一样”的部分所吸引。因此，当我们把这幅图像输入计算机时，希望

计算机可以很快地识别这张图像中“不一样”的部分。而这些“不一样”的部分，在某

种意义下就是这张图片的显著性目标。

图像显著性目标检测是计算机视觉的重要任务之一，已经被广泛地应用到图像裁

剪，移动终端上的图像自适应显示、图像滤波、视频监控和运动分割。

1.2 经典图像显著性目标检测模型简介

经典的显著性目标检测模型包括：自顶向下和由底向上的两种模型。自顶向下是

一种基于任务驱动的模型，通常采用人类感知的高层信息去捕捉图像的显著性目标，例

如上下文信息、语义信息及背景先验信息等。由底向上是一种基于计算机视觉底层刺激

驱动的模型，涉及颜色、纹理、位置、图像的局部和全局的中心周边差异等特征。但是，

由底向上的模型极易将背景成分的部分内容错误地检测成显著性目标。

1.3 低秩图像显著性目标检测模型简介

近来，一种流行的趋势就是将自顶向下和由底向上的两种模型有机结合。其中，基

于低秩的图像模型就属于这个范畴。

众所周知，一幅图像不同区域的像素在局部颜色和纹理轮廓上截然不同。局部特征

通常指的是一个 NN 的窗口或一个超像素。对于常见的图像表示或压缩格式(例如 JPEG

和 JPEG 2000)，人们习惯了压缩背景，突出细节。而且，在忽略个别差异的情形下，采

用相同的线性滤波器或基(例如傅里叶变换、离散余弦变换、小波或曲线波)去表示整个

局部的轮廓。 例如， jI 表示第 j 个图像块， dbbb ,, 21 是图像的一组基。那么，所有的

图像块可以由这组基表示，即 



d

i
iijj byI

1
。

基于这种建模思想，这幅图像被分割成不同的区域。而每个区域由局部轮廓特征张

成一个低维线性子空间。这就激发了大量降维的模型、算法及应用。例如，在[15]中，

作者对显著性检测数据的背景矩阵秩做了统计。其基本思想是：把每幅图像分割成
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1010 窗口大小的图像块，然后将扣除了 Groundtruth 中显著性物体的区域作为背景。

显然，此时背景应该是低秩的。其秩的定义为：

     rRMSRErRMSREr
r

1minarg*

其中 RMSRE 是矩阵重建的均方误差。关于背景矩阵秩出现的概率如图 1.1[15]。

图 1.1 背景矩阵秩出现的概率

由图可知：在图像的特征空间矩阵中，背景秩 90%以上都小于 10。那么图像的显

著性物体部分就由少量的非 0元素组成。于是，图像的显著性检测可以表示成：

   SSparseLRankg
SL


,
minar

..st F L S 

其中 nmRF  是图像特征空间下的矩阵表示; nmRL  是背景部分，用秩函数来刻画;

nmRS  是显著性目标，用稀疏性来表示; 是平衡参数（特别地，下文如无特殊说明

nmRSLF ,, ）。

1.4 本文的主要结构

本文第一章简要介绍显著性目标检测的背景和意义。第二章详细介绍低秩模型的数

学理论基础。第三章主要介绍我们的第一个模型，一种基于非凸低秩谱稀疏的显著性目

标检测模型，我们给出对应的算法，算法收敛性和数值实验结果。第四章主要介绍我们

的第二个模型，一种非凸的基于双因子矩阵分解的显著性目标检测模型，我们给出算法，

算法收敛性和数值实验结果。第五章是本文的总结和展望。
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第 2 章 理论知识

2.1 低秩模型

在介绍低秩模型前，我们首先介绍一下凸集和凸函数的有关概念。

定义 2.1.1（凸集）若集合 nR 被称作凸集当且仅当对  yx, ，当  10， 时，有

  .1  yx 

定义 2.1.2 （凸函数）函数 f ： R ， nR 为凸集， f 称作凸函数当且仅当对任

意 Xyx , 和任意  10， 满足：

        1 1f x y f x f y       

我们称 f 严格凸当且仅当 yx 时不等式严格成立。

凸函数的性质在求解优化问题时极为重要。例如，求解一个凸函数的最小值。

定理 2.1.1（凸函数的最小值[1]）若凸函数 f 定义在一个凸集 nRX  有最小值，则 f

满足如下性质：

（1） f 的每一个局部极小值都是它的全局最小值。

（2） f 的最小值构成的集合是一个凸集。

（3）若 f 严格凸，则 f 有唯一的最小值 *x 。

2.1.1 低秩模型的理论基础

在 1.3 节我们给出图像的显著性目标检测模型为：

 
0,

min SLrank
SL



..ts SLF 

但是，上述问题是非凸的(举例说明)。例如，假设矩阵











00
01

A 和 









10
00

B ，

于是，

1 2 01 1
2

2 2 0 1 2
rank A B rank

   
      

    
。

又
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    1 0 0 01 1 1 1
1

2 2 2 20 0 0 1
rank A rank B rank rank

      
         

      
。

显然， 2 1 。因此，不难发现：

 2
210

021
2
1

2
1

00

BA 1
2
1

2
1

00
 BA 。

受矩阵填充问题求解方法的启发，上述显著性极小化问题可以松弛为：

1*
,
minar SLg
SL



..ts SLF 

其中，   TL U V ， T
mUU I ( mI 是m m 的单位矩阵)， T

nVV I ( nI 是 n n 的单位矩阵)，

 1 2, , , ,0, ,0rdiag     L L ( 1 2 0r     L )。显然，这是 L 的奇异值分解

( SVD )，
*

1





r

i
i

L 。因此，
*

L 是核函数， i 是奇异值。此外，
1

ij

= ijS s ( 0ijs  )。

引理 2.1.1 若 gf , 是定义在凸集 nRX  上的凸函数，则 gf  也是定义在凸集 X 上的

凸函数。

证明：  0,1 , , ,x y X  

        
        

              

1 1

1 1

1 1

f x y f x f y

g x y g x g y

f g x y f g x f g y

   

   

   

     


    
        

。□

定义 2.1.3 （矩阵范数）给定矩阵，
N

A 称作矩阵 m nA ¡ 的范数当且仅当 A满足

 1 0 0,1 ,1ijN
A A i m j m      

 2 ,
N N

A A    ¡

 3 , m n
N N N

A B A B A B      ¡

不难验证，核函数
*

 满足矩阵的范数定义的    1 2 ，
1

 满足矩阵范数定义的

     1 2 3 。为了证明
*

 和
1

 是凸函数，我们首先介绍下列引理。

引理 2.1.2 矩阵的任意范数是凸函数。

证明：  0,1 ,  任意给定矩阵 , m nA B ¡ ，有

     1 1 1
N N NN N

A B A B A B             。□
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下面我们证明核函数
*

 满足定义 2.1.3 的条件  3 。

定义 2.1.4 （矩阵的算子范数）给定矩阵 m nA ¡ ， A的算子范数定义为：

2
21

max
u

A Au


 ，

其中  22
2 2

1 1

, ,
n m

n
i i

i i

u u u Au Au
 

  ¡ B B 。

引理 2.1.2 [3] 给定矩阵 1,m nA ¡ 是 A的最大的奇异值，则 1=A  。

引理 2.1.3 给定矩阵 n nQ ¡ ，则
1
max iii n

Q Q
 

 。

证 明 ： 记  0, 1, ,0 T n
ie  L L ¡ ， 向 量 的 第 i 个 元 素 为 1 ， 其 余 都 为 0 ， 则

   2
: 1, ,n n

ie x x x     1 2,Q ,Q .Ti i i niQe Q L

同时，
2

2
2 2

max max max , max maxii ji i i ii i i i xj
Q Q Qe Qe Qe Qx Q     。 □

定理 2.1.4 [2] 已知矩阵 ,m nA ¡
*

1
sup ,




B
A A B (

*
 和  互为对偶范数)。

其中 m nB ¡ ， ,A B 定义为矩阵 ,A B的内积，  , TA B Tr A B ，  Tr  指矩阵的对角线

元素之和。

证明： 给定矩阵 A的奇异值分解为 TA U V  。由定理 2.1.3 知 1iiB  。所以

 
 

 
  ii *1 :max 1 :max 1 1 1

max max max
ii ii

i i

r r
T T

iB M M M M i i

tr A B tr M M A 
    

      。

因为迹函数是闭区间上的连续函数，所以    
1 1

max supT T

B B
tr A B tr A B

 
 ，即

  *
1

sup T

B
tr A B A


 。

另一方面，令 ,B UV ,U V 满足 TA U V  ，则  
1

r
T

i
i

tr A B tr 


   。

综上，定理 2.1.4 成立(特别地这里的奇异值分解是紧凑型分解)。□

定理 2.1.5 给定矩阵 , m nA B  ，有

* * *
A B A B  

证明：

     * * *
1 1 1

sup , sup , sup ,E
C D E

A B A B C A D B A B
  

       。□
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综上所述，
*

 和
1

 都满足范数的定义。于是，根据引理 2.1.2，我们可以得出

*
 和

1
 都是凸函数。当凸函数次梯度集合的基大于 1时，该凸函数是非光滑函数

(
*

 和
1

 的非光滑性在 2.4 节给出说明)。

2.1.2 低秩模型的分类

文献中常用的低秩逼近形式有[6，7，8，9]：

1).    log det TRank A I A A  ；

2).   *
1

, k
k

i
i

Rank A A r


   ；

3).  Rank A Schatten p  范数(2.5 节详细讨论)；

4).    2

1
log 1

r

i
i

Rank A 


  ；

5).     log det , ZRank A diag Y I  ，其中 0T

Y X
X Z
 

 
 

。

2.2 增广拉格朗日乘子法 ALM

设 : ,n nf x R  是一个带约束条件的函数，求 f 的极小值，即

 * arg min
x

x f x . .s t   0h x  ，

其中  1 2, , , T
mh h h h L 是从 n¡ 映射到 m¡ 的光滑函数。那么，利用增广拉格朗日乘子法，

该条件极小值问题可以转化成一个含有惩罚项的无约束优化问题。即：

        2
,

2
T

c
cL x f x h x h x  @

其中  , : , , 0n m m
cL c     ， c为惩罚参数。

定理 2.1.5 [10] 若 ix ， 0,1,i  L是无约束优化问题  min ,
ic ix

L x  的最小值， i 是

有界的， ic 是递增的数列且 ic ，那么 ix 有极值点，且极值点是该优化问题的解。

2.3 交替方向乘子法 ADMM 简介

假设目标函数是多个简单函数的线性组合，即

   
1

min ,
N

i ix i
f x f x



 . .s t
1

N

i i
i
A x b



 。

如果目标函数可分解成两个简单凸函数的线性组合，我们有
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   
,

min
x y

f x g y . .s t xA By b  。

其中 : nf  ， : pg  是两个简单凸函数， ,m n m pA B   和 mb¡ 。

于是，上述问题的增广朗日函数为：

      2

2
, , ,

2
L x y f x g x Ax By b Ax By b

       @

其中 0  且单调上升到无穷。

因此，基于交替方向乘子法 ADMM 的迭代格式可以表示为：

 1 arg min , ,i i i
x

x L x y   ；

 1 1arg min , ,i i i
y

y L x y   ；

 1 1 1i i i iAx By b        。

于是，基于上述迭代格式的序列   , ,i i ix y  就收敛到原优化问题的全局最优解[11]。

同理，类似的结论可以推广到 3i  时的优化问题[12]:

   
1

min ,
N

i ix i
f x f x



 . .s t
1

N

i i
i
A x b



 。

2.4 软阀值 SVT 方法简介

由于次梯度在模型优化算法中至关重要，因此在这部分首先给出次梯度的定义。

定义 2.4.1 给定函数 nf : ， f 在 nx  处的次梯度 ng  定义为，对 ny  有

     xygxfyf T  。

定理 2.4.1（最优条件）凸函数 f 在 x处取得极小值(即最小值)当且仅当  g0 ，即0 是

f 在 x处的一个次梯度向量。

证明：根据次梯度的定义，对任意 ny  时，我们有

     xygxfyf T  。

若 0g ，则    xfyf  ，即 f 在 x处取得极小值。又由于 f 是凸函数，因此 f 在 x处

取得最小值。 □

同理，我们可以定义矩阵实值函数:  nmf : 在 nmX  处的次梯度 nmG  ，

对任意 nmY  ，有

     XYGXfYf  , 。

类似地，矩阵实值函数的最优条件为：0 矩阵是 f 在 X 处的一个次梯度。
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引理 2.4.1 (
*

 的次梯度）[2，4，5，13] 已知矩阵 ,nmA  TVUA  是矩阵 A的

奇异值分解。对任何一个矩阵 nmG  ，只要其满足：

WUVG T  ， 1, 0, 0TW U W WV   ，

那么G 是
*

A 在 A处的一个次梯度。

证明：首先，我们考虑 , 0W A  。事实上，

1
=sup , , , , ,Y

G
Y G Y G Y G Y A A G A G A


      

当 TG UV 时，

  *
,T T TUV A Tr VU U V Tr A     。

因此，G满足

TG UV W  ，

其中 m nG  。 将G带入上式，有

1

*

= sup ,

,

,

, ,Y

, ,Y

, , ,A

, ,A

G

T

T

Y G Y

G Y

G Y A A

G A G A

UV W A G A

UV A G Y A W

A G Y A W





  

  

   

   

    

于是，我们得到：

0 0T T TU W A W V U W     ；

和

0 0T TWV WA WV U     。

因此，    0 ,T TTr AW Tr WA W A   ，即这就说明 TU 0 0W WV ， 是 , 0W A  的

充要条件。

下面证明 1G  。

已知  1 2, , , rV v v v L ，1 2, , , rv v vL 是 A的行空间的一组标准正交基，所以 TUV 属于 A

的行空间。根据W的性质，W属于 A的行空间的正交补。于是，



基于非凸低秩矩阵分解的图像显著性目标检测模型研究

9

2

2

2 2

2 2
2

|| || 1

2 2
2 2

|| || 1

2 2
( ) 2 ( ) 2( ) ( )

|| || 1 || || 1

|| || sup || ||

sup || || || ||

sup || ( ) || sup || ( ) || 





 



 

   

u

t

u

t
row A row Arow A row A

u u

G Gu

UV u Wu

UV u W uP P P P

2 2

2 2

1 2

2 2
( ) 2 2( )

|| || 1 || || 1

( ) ( )2 2
( ) 2 2 2 2( )

|| || 1 || || 1( ) 2 2( )

2
1 (

|| || 1

sup || || sup || ||

sup || || || || sup || || || ||
|| || || ||

sup || || ||









 

 



 

 

 

t
row A row A

u u

row A row At
row A row A

u urow A row A

t
row A

u

UV u W u

uu
UV u W u

u u

UV u

P P

PP
P P

P P

P
2 2

2 2 2
) 2 2 2( )

|| || 1

2 2 2 2
( ) 2 2( )

|| sup || || || ||

|| || || || || || || ||

1






 

   



row A
u

t
row A row A

u Wu u

UV u W u

P

P P

显然， 1G (特别注意：这里的奇异值分解 SVD是紧凑性的 SVD )。□

定理 2.4.2 (
*

 的 SVT) [2，5，13]已知矩阵 0  ，nmY ，则下列优化问题

*

2

2
1min XYX

FX nm




的最优解为

    TVUSYDX  
* ，

其中

 
otherwise
if

S ii
ii








 

 ii

0
。

证明: 上述优化问题在 X 处的次梯度为 GYX  ，其中G是
*

X 的次梯度。下面我们

证明 GYX  在  YDX  处的次梯度包含 0。显然，

    1
= - 0X Y G D Y Y G G Y D Y  


       。

如果将Y的奇异值分解按照奇异值是否大于 分成两部分 21  ， ，把 VU , 也分成两部分

21,UU 和 21,VV ，即

   TT VVUUVUY 21
2

1
21 0

0











 。

于是，

    TVIUYD 111   。
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紧接着，有

      TTT VIUVUVUYDY 111222111
11 
  

TT VUVU 22211
1




。

因此，当    ii2 时有   1max11
2222  iii

TVU


。

此外，

   011
22212221 



  TTTT VUUVUU


，

  011
122122 22







 






  VVUVVU TT


。

综上所述，上述优化问题的最优解为  YD 。□

引理 2.4.1 绝对值函数  ： 在 x处的次梯度为：

  0

00

sign x x

x

 




证明： 若 0x ，则 x 的次梯度为
0
0

1-
1








x
x

。

若 0x ，则对 y ，有   gyygyy  000 。于是，















01

01

yg
y
y

yg
y
y

此外，当 0y 时，g 为任意实数。于是， 1g  。□

定理 2.4.3   nm
nmijgG 


 是  

nmij
nm xXX


  ,

1
： 的次梯度的充要条件是 ijg

为  : 在 ijx 处的次梯度。

证明： 必要性。

对 y ，有

 
11

XexyXxy ijijij  ，

其中  jk m n
E e


  。当 ,j i k j  时， 1jke ，否则 0jke 。
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由于G是
1

 在 X 处的次梯度，因此，

 
 

 ijijij

ijijij

ijijij

xygx

XexyGXx

XexyXxy







11

11

,

于是， ijg 是  在 ijx 处的梯度。

充分性。

对   nm
nmijyY 


 ，有 

 


n

j

m

i
ijyY

1 1
1

。又因为 ijg 是  ： 在 ijx 处的次梯

度，于是

 ijijijijij xygxy  。

所以，

  
XYGX

xygx

yY

n

j

m

i
ijijijij

n

j

m

i
ij











 

 

,
1

1 1

1 1
1

。□

此外，结合上述证明过程，向量 1范数次梯度可以被推广为下列形式。即

定理 2.4.4
1

 在 nmx  处的次梯度 nmG  满足：

 










01

0

ijij

ijijij

xg

xxsigng
。

定理 2.4.5 [2，13]（
1

 的 SVT）已知矩阵 0,   nmY ，则优化问题

1

2

2
1min XYX

FX nm




的最优解为  YSX  ，其中

  
 




 





 


ij

ijijij
ij y

yysigny
YS

0
。

证明: 优化问题的目标函数的次梯度为 GYX  ，其中G是
1

 在  YSX  处的次

梯度。接下来，我们需要证明   YSYG 


1
。事实上，
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  
      

 























01

01

ij

ijij

ij
ij

ijij

ij YS

YSYSsign

y
y

yysign
YSY












。□

2.5 Schatten-p 拟范数分解的几个结果

定义 2.5.1 （Schatten-p 范数） 已知矩阵 nmX  （不妨设 nm  )，对任意 p，

 p0 ，Schatten-p 范数  nm
S p

: 定义为：

pn

i

p
iS

X
1

1
p









 



 ，

其中 i 是 X 的奇异值。

令 a
n

i

p
i 

1
 ，根据 lderoH

..
和Minkowski不等式知:

pS
 ( 1p )满足范数的定义。

当 1p 时
*1


S

；当 2p 时，
FS


2

；当 0p 时，   rank
S0

。但

pS
 ( 10  p )不满足范数的要求。例如，





























10
03

,
210

02
,

210
01

BABA 。

当
2
1

p 时，       32426
212121

 SBASBSA ， 。但是，

     
212121 SBSASBA  。

引理 2.5.1 任意实数 0, ba ，若 10  p 则有   ppp baba  。

证明：若 ,a b中有一个为零，则不等式显然成立，且等号成立。接下来，我们证明

  1, a 0,b 0
p p

p p p a b aa b a b
b b
             

   
。

令    1 1, 0, 0 1p pf t t t t p       。若固定 p，则  f t 是一个递减函数。于是，

   0 0f t f  ，即   ppp baba  。

由引理 2.5.1.知，   ppp baba  ，则    0lim
0




pp

b
aba ， 10  p 。因此，

p

Sp
  10  p 是连续函数。□

接下来，介绍拟范数
p

S p
 (

2
1,

3
2,1p )基于矩阵分解的表示形式。
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定理 2.5.1 [2，14] 已知矩阵 nmTT RLUVX  ， m kU ， n kV ，

m mL ， n nR ，  1, , ,0, ,0     m n
rdiag L L ，  k Rank X ，则

 22

,*

1

2
1min

1 FFVUS
VUXX  ；

 2

*,

32 2
3
1min

32 FVUS
VUX  ；

 
**,

21

2
1min

21
VUX

VUS
 。

2.6 显著性目标检测常见的几个数据集及评价标准

常见的显著性目标检测数据集主要有 MSRA10k，DUT-OMRON，IcoSeg 和 ECSSD。其中，

MSRA10K 包括一万幅只有单一显著性目标物体的图像；DUT-OMRON 包括五千一百六十八

幅具有复杂的背景的图像；IcoSeg 由六百四十三幅尺寸大小不一的图像组成，并且每幅

图像都包含多个显著性目标；此外，ECSSD 包括一千幅多种属性显著性目标的图像。

针对著性目标检测，常用的评价分类有：TP代表正确预测成正样本；TN为正确预

测成负样本； FP表示负样本被预测成正样本； FN 是正样本被预测成负样本。

此外，针对显著性目标检测的评价标准有：

·F -度量曲线：

 2
21 P RF
P R 




 


( = , =
+F +
TP TPP R

TP P TP FN
)，

其中P是查准率，R是召回率，  是平衡参数，F 曲线越靠上越好。

·AUC 是 ROC 曲线下的面积，ROC 曲线是指  ,FPR TPR 构成的曲线，并且 AUC的值

越大越好。其中，

,FP TPFPR TPR
FP TN TP FN

 
 

。

·重叠率OR：

S G
OR

S G









，

其中 'S 是预测的显著性部分，G是真实显著性部分，OR越大越好。

·均方误差MAE：
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 MAE mean S G  ，

其中 S是预测的显著性部分，G是真实显著性部分，MAE越大越好。

·WF是一种加权的F 曲线。
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第 3 章 一种基于非凸和谱稀疏矩阵分解的图像显著性检测模型

3.1 建立图像显著性检测模型

已知自然图像 I ，利用过分割技术把它分成 N 块 1 2{ , ,... }NP P PP 。对于每一个图

像块 iP ， D 维的底层视觉向量为 D
if  。 于是，生成图像 I 的特征矩阵为

 1 2, , , D N
NF f f f  L 。 因此，在显著性目标检测中矩阵 F 被分解为低秩的背景 L和

稀疏的显著性目标 S。

因此，刻画显著性目标检测的一般模型可以表示为：

     
,

min , . .
L S

f L g S h L S s t F L S     。

其中，非显著性部分(即背景)具有低秩结构，见图 1.3.1。一般地，  = || ||
q

q
Sf L L 。

另一方面，为了充分地利用图像内在信息，我们建议用加权谱稀疏的矩阵范数来刻

画显著性部分 S，即

 
1

|| ||
j

n

j G p
j

S v S


  ，

其中 j

jG
D GS  是 S的子矩阵， jG 是图的第 j个节点， jv 是 jG 先验权值，即

  1 max :j k jv k G   ，

p
 是 pl 范数。在文中，令  p ， l 可以很好地捕获图像块在空间上的连续性和特征

相似程度。如图 3.1 所示，  S 不仅可以保证相同组的图像块显著性值差异较小，同

时可以使得不同组的显著性值差异明显。

图 3.1 低秩和加权组稀疏的视觉效应

为了加大显著性目标 S和背景 L的差异，我们考虑拉普拉斯项 FQ :
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  , , otherwise


  



ij

F i j i j
j i

w i j
Q w ，

其中 ,i jw 用来度量图像块  ,i jP P 之间的相似性，即

 
2

2
,

exp ,
2

0 otherwise



          


i j
i j

i j

f f
P P V

w ，

其中V 是相邻图像块的集合。

综上所述，新模型可以表示为：

, 1
min || || || || ( )

. .

q j

n
q T
S j G FL S j

L v S Tr SQ S

s t F L S

 


 

 



由定理 2.5.1 知：该模型可以转化为下列三个子问题，即

 1 1q  时

2 2

, , 1 1

1min (|| || || || ) || || ( )
2

. . ,

i

i
j

nd
i T

F F j p FGU V L i j

T

U V v S Tr HM H

s t F UV S S H

 
 

  

  



 2 2 3q  时

2
*, , 1 1

1min (2 || || || || ) || || ( )
3

. . , ,

i

i
j

nd
i T

F j p FGU V L i j

T

M V v S Tr HM H

s t F UV S M U S H

 
 

  

   



 3 1 2q  时

* *, , 1 1

1min (|| || || || ) || || ( )
2

. . , , ,

i

i
j

nd
i T
j p FGU V L i j

T

M N v S Tr HM H

s t F UV S M U N V S H

 
 

  

    



3.2 模型求解

根据 2.2 节的增广拉格朗日乘子法 ALM，上面三个子问题可以改写为：

 1 1q  时
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2 2
1 2

1 1

2 2
1 2

1( , , , , , , ) (|| || || || ) || || ( )
2

, , (|| || || || )
2

i

i
j

nd
i T

F F j p FG
i j

T T
F F

U V S H Y Y U V v S Tr HM H

Y F UV S Y S H F UV S S H

  


 

    

        

L
 3.2.1

对于(3.2.1)，其基于 ADMM 的迭代算法为：

·更新 U ：

* 2 2
1

2 21

2 21

1arg min || || , || ||
2 2
1arg min || || 2 , || ||
2 2 2
1arg min || || || ||
2 2

T T
F F

U

T T
F F

U

T
F F

U

U U Y F UV S F UV S

YU F UV S F UV S

YU F UV S



 





      

      

    

。

令 2 21
1

1 || || || ||
2 2

T
F F

YJ U F UV S


     ，当 1 0dJ
dU

 ，有

1
1( ) 0 ( )  T TYU F UV S V U I V V FV YV SV   


          ，

其中 r rI  。于是，最优解可以表示为：

* 1
1( )( )TU FV YV SV I V V       。  3.2.2

·更新 V ：

* 2 2
1

2 21

2 21

1arg min || || , || ||
2 2
1arg min || || 2 , || ||
2 2 2
1arg min || || || ||
2 2

T T
F F

V

T T
F F

V

T
F F

V

V V Y F UV S F UV S

YV F UV S F UV S

YV F UV S



 





      

      

    

。

令 2 21
2

1 || || || ||
2 2

T
F F

YJ V F UV S


     ，当 2 0dJ
dV

 ，有

1
1( ) 0 ( ) T T T T T TYV F UV S U V I U U F U Y U S u   


          ，

其中 r rI  。因此，相应的解为：

* 1
1( )( )T T T TV F U Y U S U I U U       。  3.2.3

·更新 H：
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* 2
2

22

22

arg min , , || ||
2

arg min , 2 , || ||
2 2

arg min ( ) || ||
2

T T
F F

H

T T
F F

H

T
F F

H

H H M H Y S H S H

YH M H S H S H

YTr HM H S H



 





    

    

   

。

令 22
3 ( ) || ||

2
T

F F
YJ Tr HM H S H


    ，当 3 0dJ
dH

 ，有

2
2( ) ( ) 0 ( ) T T

F F F F
YHM HM S H H M M I S Y     


          ，

其中 N NI  。因此，解可以表示为：

* 1
2( )( )T

F FH S Y M M I        。

因为MF是对称矩阵，故解可以重写为：

* 1
2( )(2 )T

FH S Y M I     。  3.2.4

·更新 S：

* 2 2
1 2

1 1

2 21 2

1 1

1 1

arg min || || , , (|| || || || )
2

arg min || || 2 , 2 , (|| || || || )
2 2 2

arg min || || (||
2

i

i
j

i

i
j

i

i
j

nd
T T

p F FG
S i j

nd
T T

p F FG
S i j

nd
T

pG
S i j

S S Y F UV S Y S H F UV S S H

Y YS F UV S S H F UV S S H

S F UV



  
 



 

 

 

          

          

  





 2 21 2|| || || )F F
Y YS S H
 

    

显然，上式可以等价为：

* 2 21 2

1 1

2 21 2

1 1

1 2

2

1 1

arg min || || (|| || || ||
2

1arg min || || (|| || || || )
2

arg min || || || ||
2

arg min ||
2

i

i
j

i

i
j

i

i
j

nd
T

p F FG
S i j

nd
T

p F FG
S i j

T
nd

p FG
S i j

S

Y YS S F UV S S H

Y YS S F UV S H

Y YF UV H
S S


 


  

  





 

 

 

       

       

   
  









1 2

2

1 1

1|| || ||
2 2

i

i
j

T
nd

p FG
i j

Y YF UV H
S S 

 


  

 

 3.2.5

对于 S的求解，可以参考 [43] 的方法。
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 2 2 3q  时

2
1 2 3 *

1 1

1 2 3

2 2 2

1( , , , , , , , , ) (2 || || || || ) || ||
3

( ) , , ,

(|| || || || || || )
2

i

i
j

nd
i

F j pG
i j

T T
F

T
F F F

U V S M H Y Y Y M V v S

Tr HM H Y F UV S Y M U Y S H

F UV S M U S H

 





 

   

       

     

L

 3.2.6

·更新U ：

* 2 2
1 2

2 21 2

arg min , , (|| || || || )
2

arg min (|| || || || )
2

T T
F F

U

T
F F

U

U Y F UV S Y M U F UV S M U

Y YF UV S M U




 

         

      

令 2 21 2
1 || || || ||T

F F
Y YJ F UV S M U
 

       ，当 1 0dJ
dU

 ，有

1 2 2 12( ) 2( ) 0 (   )T TY Y Y YF UV S V M U U I V V M FV V SV
   

               ，

其中 r rI  。 于是，相应的解为：

* 12 1( )( )TY YU M FV V SV I V V
 

      。  3.2.7

·更新 V ：

* 2 2
1

2 21

2 21

1arg min || || , || ||
3 2
1arg min || || 2 , || ||
3 2 2
1arg min || || || ||
3 2

T T
F F

V

T T
F F

V

T
F F

V

V V Y F UV S F UV S

YV F UV S F UV S

YV F UV S



 





      

      

    

令 2 21
2

1 || || || ||
3 2

T
F F

YJ V F UV S


     ，当 2 0dJ
dV

 ，有

1
1

1

2 2( ) 0 0
3 3

2( )
3

T T T T T T

T T T T

YV F UV S U V F U VU U S U Y U

V I U U F U S U Y U

   


  

          

    
，

其中 r rI  。因此，解可以表示为：

* 1
1

2( )( )
3

T T T TV F U S U Y U I U U       。  3.2.8
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·更新M ：

* 2
* 2

22
*

22
*

2arg min || || , || ||
3 2
2arg min || || 2 , || ||
3 2 2
2 1arg min || || || ||

3 2



 


 

    

    

   

F
M

F
M

F
M

M M Y M U M U

YM M U M U

YM U M

，  3.2.9

对于  3.2.9 ，我们可以利用定理 2.4.2 求解。

·更新 H：

* 2
2

22

arg min , , || ||
2

arg min ( ) || ||
2

T T
F F

H

T
F F

H

H H M H Y S H S H

YTr HM H S H






    

   
，  3.2.10

于是，

* 1
3( )(2 )T

FH S Y M I      ，

其中 N NI 。

·更新 S

*
1 3

1 1

2 2

1 3

2

1 1

arg min || || , ,

(|| || || || )
2

1arg min || || || ||
2 2 2

i

i
j

i

i
j

nd
T

pG
S i j

T
F F

T
nd

p FG
S i j

S S Y F UV S Y S H

F UV S S H

Y YF UV H
S S





 


 

 

      

   


  

  





 3.2.11

同理， S的求解依赖于文献 [43] 的方法。

 3 1 2q  时

1 2 3 4 * *
1 1

1 2 3

2 2 2 2
4

1( , , , , , , , , , , ) (|| || || || ) || ||
2

( ) , , ,

, (|| || || || || || || || )
2

i

i
j

nd
i
j pG

i j

T T
F

T
F F F F

U V S M N H Y Y Y Y M N v S

Tr HM H Y F UV S Y M U Y N V

Y S H F UV S M U N V S H

 





 

   

       

         

L

 3.2.12

·更新 U
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* 2 2
1 2

2 21 2

2 21 2

arg min , , (|| || || || )
2

arg min 2 , 2 , (|| || || || )
2 2 2

arg min (|| || || || )
2

T T
F F

U

T T
F F

U

T
F F

U

U Y F UV S Y M U F UV S M U

Y YF UV S M U F UV S M U

Y YF UV S M U



  
 


 

         

         

      

令 2 21 2
1 || || || ||T

F F
Y YJ F UV S M U
 

       ，当 1 0dJ
dU

 时，有

1 2 1 22( ) 2( ) 0 (  )T TY Y Y YF UV S V M U U V V I FV V M SV
   

               ，

其中 r rI  。因此，相应的解为：

* 11 2( )( )TY YU FV V M SV V V I
 

      。  3.2.13

·更新 V

* 2 2
1 3

2 231

2 231

arg min , , (|| || || || )
2

arg min 2 , 2 , (|| || || || )
2 2 2

arg min (|| || || || )
2

T T
F F

V

T T
F F

V

T
F F

V

V Y F UV S Y N V F UV S N V

YY F UV S N V F UV S N V

YYF UV S N V



  
 


 

         

         

      

令 2 231
2 || || || ||T

F F
YYJ F UV S N V

 
       ，当 2 0dJ

dV
 时，有

31

3 1

2( ) 2( ) 0

( )

 

 

       

      

T T

T
T T T

YYF UV S U N V

Y YV I U U N F U U S U
，

其中 r rI  。因此，解为：

* 13 1( )( )
T

T T TY YV N F U U S U I U U
 

      。  3.2.14

·更新 M
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* 2
* 2

22
*

22
*

22
*

1arg min || || , || ||
2 2

1arg min || || [ 2 , || || ]
2 2
1arg min || || || ||
2 2
1 1arg min || || || ( ) ||

2 2

F
M

F
M

F
M

F
M

M M Y M U M U

YM M U M U

YM M U

YM U M









 

    

    

   

   

 3.2.15

对于  3.2.15 ，可以利用定理 2.4.2 求解。

·更新 N

* 2
* 3

1arg min || || , || ||
2 2 F

N
N N Y N V N V

    

23
*

23
*

23
*

1arg min || || 2 , || ||
2 2 2

1arg min || || || ||
2 2
1 1arg min || || || ||

2 2

 





 


    

   

  

F
N

F
N

F
N

YN N V N V

YN N V

YN V N

 3.2.16

类似地，利用定理 2.4.2 求解  3.2.16 。

·更新H

* 2
2

22

arg min , , || ||
2

arg min ( ) || ||
2

T T
F F

H

T
F F

H

H H M H Y S H S H

YTr HM H S H






    

   
。

于是，解为；

* 1
4( )(2 )T

FH S Y M I      ，  3.2.17

其中 N NI  。

·更新 S

*
1 4

1 1

2 2

arg min || || , ,

(|| || || || )
2

i

i
j

nd
T

pG
S i j

T
F F

S S Y F UV S Y S H

F UV S S H




 

      

   



相应的最优解为：
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1 4

* 2

1 1

1arg min || || || ||
2 2 2

i

i
j

T
nd

p FG
S i j

Y YF UV H
S S S 

  


  

   。  3.2.18

对于  3.2.18 ，可以采用文献[43] 的方法。

3.3 算法

在这一部分，详细概括 S的求解算法 3.3.1 及新模型基于 ADMM 的算法 3.3.2，3.3.3

和 3.3.4。

算法 3.3.1 通过谱最近邻算子求解 S

输入：F 和 

1：设定 S A

2： :1for i d

3： 1:for j n

4：
1

1

0,

j

j j

j j

G j

G G jk
G G

S v
S if S v

S S

else




 
  



5： end for

6： end for

输出： kS

算法 3.3.2 通过 ADMM 求解问题 (3.2.1)

输入： 0, , , , ,F d    和 0 0 10
0 0 1 2 0, 10 , 1.1, 0maxS H Y Y k       

1 while 不收敛 do

2 利用式(3.2.2) 更新 k+1U

3 利用式(3.2.3) 更新 k+1V

4 利用式(3.2.4) 更新 k+1S

5 利用式(3.2.5) 更新 k+1H

6 利用  1 1
TY Y F UV S    更新 1

1
kY 

7 利用 2 2 ( )Y Y S H   更新 1
2
kY 
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8 利用 maxmin( , )   更新 1k 

9 利用 1k k  更新 k

10 end while

输出： , ,U V S

算法 3.3.3 通过 ADMM 求解问题 (3.2.6)

输入： 0, , , , ,F d    和
0 0 0 10

0 2 0 0 1 30, 0, 10 , 1.1, 0maxM Y S H Y Y k         

1 while 不收敛 do

2 利用式(3.2.7) 更新 k+1U

3 利用式(3.2.8) 更新 k+1V

4 利用式(3.2.9) 更新 k+1M

5 利用式(3.2.10) 更新 k+1H

6 利用式(3.2.11) 更新 k+1S

7 利用  1 1
TY Y F UV S    更新 1

1
kY 

8 利用  2 2 M UY Y    更新 1
2
kY 

9 利用 33 ( )Y Y S H   更新 1
3
kY 

10 利用 maxmin( , )   更新 1k 

11 利用 1k k  更新 k

12 end while

输出： , ,U V S

算法 3.3.4 通过 ADMM 求解问题 (3.2.12)

输入： 0 0 0 0 10
0 2 0 3 0 0 1 40, 0, 0, 10 , 1.1, 0maxM Y N Y S H Y Y k           

1 while 不收敛 do

2 利用式(3.2.13) 更新 k+1U

3 利用式(3.2.14) 更新 k+1V
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4 利用式(3.2.15) 更新 k+1M

5 利用式(3.2.16) 更新 k+1N

6 利用式(3.2.17) 更新 k+1H

7 利用式(3.2.18) 更新 k+1S

8 利用  1 1
TY Y F UV S    更新 1

1
kY 

9 利用  2 2Y Y M U   更新 1
2
kY 

10 利用  3 3 N VY Y    更新 1
2
kY 

11 通过  3 3 N VY Y    更新 1
3
kY 

12 通过 maxmin( , )   更新 1k 

13 通过 1k k  更新 k

14 end while

输出： , ,U V S

3.4 收敛性分析

由上述算法可知，每个子问题都有闭式解。由于这三个算法 3.3.2，3.3.3 和 3.3.4

具有相似的迭代步骤，因此我们就最复杂的算法 3.3.4 进行收敛性分析。

定理 3.4.1 ：            , , , , ,k k k k k kU V S M N H 是算法 3.3.4 生成的序列，若序列

  (1 4)k
iY i�� 有界，且 k 非递减且满足 1

2
0









  k

k k

。那么，序列  ,kU   ,kV   ,kS   ,kM

 kN  , kH 有界。

证明：令  , , , , ,k k k k k k kX U V S M N M@ ，  1 2 3 4, , ,k k k k kY Y Y Y Y@ 。根据算法的迭代格式，有

   1 1 12 2min , , , , k k
k k kX

X Y X YL L 。

于是，相应的不等式为

   

 
 

1 2 1

4 21 11
1 2 1

2

2
11

1, , , ,

, ,
2

 

 






 







  

k k
k k k k

k k kk k
k k i i F

ik

X Y X Y

X Y Y Y

L L

L
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又由于 1 1 ,k k   1  和 2
0 1

k

k k






 

  ，且 k 是非递减的，因此，我们有

     
1
2 2 2

1 1 1

2 0
2 2
   
  



  


 k k k k

k k k

� 。

于是，   1 2 1 , ,
k

k kX YL 有上界。

又知式(3.2.12)可以表示为:

 

   1 2

* *
1

4 2 21 1
1

11

1 ( )
2

3, ,
2

 






 




  

  





j

n
k T

k k j G F
j

k k k
k k i iF F

ik

M N v S Tr HQ H

X Y Y YL

因此，     , ,k k kM N S 分别有界。同理，     , ,k k kU V H 也分别有界。□

定理 3.4.2 ：            , , , , ,k k k k k kU V S M N H 是算法 3.3.4 生成的序列，若序列

  (1 4)k
iY i�� 有 界 ， 且 k 非 递 减 且 满 足 1

2
0









  k

k k

。 那 么 ， 序 列

  ,kU   ,kV   ,kS   ,kM  kN  , kH 都是 Cauchy 列。

证明：因为

1
2 2

1 1 ,
k k

k k
k

Y YM U




 


 

根据定理 3.4.1，有

1 11
 + 1 1 2 2 2 22

0 0 0

1  ,k k k kk
k k F F F

k k kk k

M U Y Y Y Y
 

  
 


  

        

于是， 1 1lim 0k k Fk
M U 

  。另一方面，拉格朗日乘子可以改写为

 
1

1 1 1
1 1 1

1

k k
k k T T

k k k k k k k
k

Y YY Y F U V S F S U V









        。

因此，更新U 就可以转化为求解该问题对U 的一阶偏导数为 0，即

1 2
1 1 0

k k
T

k k k k k k
k k

Y YF U V S V M U
  

   
         

   
。

于是，

   1 0T
k k k kU U V V I Z    ，
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其中
1 1

1 1 1 2 2 2

1 1   

 

 

  
    
 

k k k k k k

k
k k k k

Y Y Y Y Y YZ V 。因此，上式就简化为

  1

1



  T
k k k kU U Z V V I 。

于是，我们得到

 

 

1
0

1 1
11 1 1 2 2 2

0 1 1

1 1
11 1 1 2 2 2

0 1 1 1 1

( )

( )

   

   






  

  

  

    



 
   

 
    







k k F
k

k k k k k k
k kF F TF F F F

k k
Fk k k k k

k k k k k k
k kF F TF F F F

k k
Fk k k k k

U U

Y Y V Y V Y Y Y
V V I

Y Y V Y V Y Y Y
V V I

� 。

令   1
1 1 1 2

1
max k k

k FF k
Y Y V Z Z





   ，

1
1 1 2 2 2

k k k k
k FF F F

Z Y V Y Y Y   和

  1

2
T
k k

F
Z V V I


  ，我们有

1
1 2

0 0 0

1 ,k
k k F

k k kk k

U U 
 

 

  



  

    � �

这也就说 kU 是 Cauchy 列。

同理，我们可以证明         , , , ,k k k k kV S M N H 分别都是 Cauchy 列。□

3.5 数值实验

这部分，我们列举新方法和目前 12 种经典的方法作比较的结果。其中，包括四种

低秩方法即 DIMD [41]，SMD [15]，SLR [29]，ULR [28]；八种最新的非低秩方法，分

别是 GS [32]，HS [23]，PCA [24]，TD [25]，DRFI [17]，RBD [18]。

在实验中，利用四层深度的组稀疏结构。并且令 2 0.05  ， 25d  。另外，当 1p 

时， 0.3  ， 0.925  ; 当 2 3p  时， 0.04  ， 0.6  ; 当 1 2p  时， 0.06  ，

0.1125  。

表 3.1 和表 3.2 给出新模型与四种低秩方法的比较。由这些数据可知：新模型在数

据集 ECSSD，PASCAL_S，iCoSeg 和 MSRA10K 上获得最好的评价指标，见 WF，OR，AUC

和 MAE。

表 3.3 和表 3.4 给出新模型与八种非低秩方法的比较。显然，新模型优于其他方法。

图 3.2 给出新方法在六个数据集上的 F-度量曲线。显而易见，新方法取得比较理想
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的结果。

图 3.3 给出新方法检测的视觉效果。从大量的实验结果可以看出：新方法比其他方

法检测到的显著目标更完整，更准确，更接近 Ground truth。

3.6 本章小结

本章构造了一种非凸低秩谱稀疏矩阵分解引导的图像显著性检测模型。在该模型

中，我们建议用非凸 Shatten-p(
2
1,

3
2,1p )范数刻画背景，用加权组稀疏刻画显著性目

标。为了加大背景与显著性目标的差异，我们采用拉普拉斯正则项。对于模型求解，本

章给出基于 ADMM 的快速算法和相应的收敛性分析。大量的数值实验表明： 新方法不仅

取得最好的评判指标，同时给出最佳的视觉效果。

表 3.1 与其他低秩方法在不同数据集上的性能比较 I

表 3.2 与其他低秩方法在不同数据集上的性能比较 II
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表 3.3 与其他非低秩方法在不同数据集上的性能比较 I

表 3.4 与其他非低秩方法在不同数据集上的性能比较 II

图 3.2 F-度量曲线
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图 3.3 不同方法的视觉比较，其中 IMG 代表图像，GT 代表显著性目标标注。
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第 4 章 一种基于双因子矩阵分解的非凸图像显著性检测模型

4.1 建立模型

已知自然图像 I ，利用过分割技术把它分成 N 块 1 2{ , ,... }NP P PP 。对于每一个图

像块 iP ， D 维的底层视觉向量为 D
if  。 于是，生成图像 I 的特征矩阵为

 1 2, , , D N
NF f f f  L 。 因此，在显著性目标检测中矩阵 F 被分解为低秩的背景 L和

稀疏的显著性目标 S。

于是，我们建立如下的显著性检测模型:

2/3 2/3

2/3 2/3

,
min || || || || ( )

. .

T
S l FL S

L S Tr SQ S

s t F L S

  

 
，

其中
 

2 3

2 3

min ,
2 3

1
=

m n

iS
i

L 


 
  
 
 ， i 是给定矩阵 L的奇异值。

2 3

2 32 3

1 1

n m

ijl
j i

S s
 

 ， ( )TFTr SQ S 是

拉普拉斯项，即

  , , otherwise


  



ij

F i j i j
j i

w i j
Q w ，

其中 ,i jw 用来度量图像块  ,i jP P 之间的相似性，即

 
2

2
,

exp ,
2

0 otherwise



          


i j
i j

i j

f f
P P V

w ，

其中V 是相邻图像块的集合。

根据定理 2.5.1，上述新模型可以重写为：

   
2/3

2 2/3

*, ,

1min 2
3

. . ,

T
FF lU V S

T

V U S Tr SQ S

s t F L S L UV

   

  
。

为了计算方便，我们引入中间变量 ,M H 。于是，新模型为

   
2 3

22

*, , ,

3

,

1min 2
3
. . , , ,

T
FF lU V S M H

T

M V S Tr HQ H

s t F L S L UV M U S H

   

    
。

4.2 模型求解



基于非凸低秩矩阵分解的图像显著性目标检测模型研究

32

利用增广拉格朗日乘子法，上述模型改写为：

   
 

 

2 3

2 2 3
1 2 3 4 *

1 2

3 4

22

3

2 2

2
1, , , , , , , , , , 2  
3

, ,

, ,

2

F l

T T
F

T
F F FF

U V L S M H Y Y Y Y M V S

Tr HQ H Y F L S Y L UV

Y M U Y S H

F L S L UV M U S H

 





  

     

    

        

L

 4.2.1

对于  4.2.1 的求解，其基于 ADMM 交替方向乘子算法可以概括为下列步骤。

·更新U

 
2 2

3

2 2
2

2

*
3, ,arg

2
min

arg min

U

T

U

FF

F

T

F

TU Y L UV Y M U L U

YYL UV

V M U

M U
 


     

     



令

2 2
32

1
T

F F

YYJ L UV M U
 

      ，当 2 0J
U





时，有

 3 2 32 0T TY Y V YY VLV UV V M U U V V I LV M
  


           ，

其中 r rI  。所以，最优解为:

  1* 2 3 TY V YU LV M V V I


  
    
 

。  4.2.2

·更新 V

22*
2

2
2

1arg min ,
3 2

1arg min
3 2

T T
F FV

T
F

V F

V V Y L UV L UV

YV L UV






    

   

令

2
2

2
1
3 2

T
F

F

YJ V L UV


    ，当 2 0J
V





时，有

2 2
2 20
3 3

T T T T T TV L U VU U Y U V I U U L U Y U            
 

，

其中 r rI  。因此，解为：
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 
1

2
2
3

T T TV L U Y U I U U 


    
 

。  4.2.3

·更新 L

 22*
1 2

2 2
1 2

arg min ,F , F
2

arg min F

T T
F FL

T

L F F

L Y L S Y L UV L S L UV

Y YL S L UV



 

         

      

令

2 2
1 2

3 F T

F F

Y YJ L S L UV
 

       ，当 3 0J
L





时，有

1 2 0TY YL S F L UV
 

       。

于是，相应的解为

1 21
2

T Y YL F UV S


 
    

 
。  4.2.4

·更新 S

 
2 3

2 3

2 3*
1 4

2 2

2
2 3 1 4

arg min , ,

2

arg min
2 2

l
S

F F

l
S

F

S S Y F L S Y S H

F L S S H

Y YF L HS S






 

     

    

  
    

 

 4.2.5

对于  4.2.5 的求解，我们可以概括为定理 4.2.1。即

定理 4.2.1 [10] 已知矩阵 m nA 和 m nX ，则优化问题

2 3

2 2 3min
F lX

X A X 

的解为  AT ，其形式为

 
       

3

2 342
sgn 2 3

3
8
0

  




  


  
   

    




a
a a a

aaa
otherwise

T ，

其中
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 

32
227

162 cosh arccos
33

a

a h


 

  
  

    
  
 

。

·更新 M

 
2

* 3
3*

2

3
*

1arg min 2 ,M
3 2

2 1arg min
3 2

M F

M
F

YM M Y U M U

YM M U




 

     

 
    

 

 4.2.6

对于  4.2.6 的求解，我们可以利用定理 2.4.2 给出最优解。

·更新 H

2*
4

2
4

H arg min ,
2

arg min ,
2

T
F F

H

T T
F

H F

TrHQ H Y S H S H

YH Q H S H






    

   

所以，最优解为

    1*
4 2 FH S Y Q I      。  4.2.7

4.3 算法

在这一部分，主要介绍新模型基于 ADMM 的算法 4.3.1。

算法 4.3.1 通过 ADMM 求解问题 (4.2.1)

输入 , , , ,F d    和 0 0 0 0 10
0 2 0 3 0 0 1 40, 0, 0, 10 , 1.1, 0maxM Y N Y S H Y Y k           

1 while 不收敛 do

2 利用式(4.2.2) 更新 k+1U

3 利用式(4.2.3) 更新 k+1V

4 利用式(4.2.4) 更新 k+1L

5 利用式(4.2.5) 更新 k+1S

6 利用式(4.2.6) 更新 1kM 

7 利用式(4.2.7) 更新 k+1H

8 利用
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 
 
 
 

1 1

2 2

3 3

4 4

T

Y Y F L S

Y Y L UV

Y Y M U

Y Y S H









   

  

  

  

更新 ,1 4iY i 

9 利用 maxmin( , )   更新 1k 

10 利用 1k k  更新 k

10 end while

输出： , ,U V S

4.4 收敛性分析

定理 4.4.1    , , , , , ,k k k k k k k
iU V L S M H Y 是算法 4.3.1 产生的序列，若序列  kiY 有

界， k 非递减且满足 1
2

0









  k

k k

。那么，极限点  , , , , ,U V L S M H      满足 KKT 条件:

3*

20 ,
3

M Y 
  

2/3

2/3
1 40 ,  

   
l

S Y Y

40 ( ) ,T
F FH Q H Q Y 

   

, , , .TL U V M U S H L S F             

（ 注 释 ： KKT 条 件 是 不 等 式 约 束 取 得 的 局 部 极 小 值 的 必 要 条 件 ， 即

       min . . min , 0
x x
f x s t h x t f x h x     ）。

证明：由定理 3.4.2 知，序列    , , , , , ,k k k k k k k
iU V L S M H Y 是 Cauchy 列。接下来，我

们只需证明序列的极限点  , , , , ,U V L S M H      满足 KKT 条件。

设  , , , , ,U V L S M H 是正则点，那么由一阶最优条件知:

3*

20
3

,  M Y åå

2/3

2/3
1 40 ,

l
S Y Y   å



基于非凸低秩矩阵分解的图像显著性目标检测模型研究

36

4 ,0 ( )  T
F FH Q H Q Y å

, ., ,    TL U V M U S H L S F

令 , , , , ,U V L S M H      是上述序列的极限点，则极限点满足上述要求，即

3*

20 ,
3

M Y 
  

2/3

2/3
1 40 ,

l
S Y Y  
   

40 ( ) ,T
F FH Q H Q Y 

   

, , ,TL U V M U S H L S F             。□

4.5 数值实验

这部分，我们列举新方法和 26 种经典的方法作比较的结果。其中，包括五种低秩

方法即 WLRR[16]，SMD[15]，ULR[28]，SLR[29]和 LRR[30]；二十一种非低秩方法，分

别是 DRFI [17]，RBD [18]，HCT [19]，DSR [20]，MC [21]，MR [22]，HS [23]，PCA [24]，

TD [25]，GC [26]，RC [27]，SVO [31]，GS [32]，SF [33]，CB [34]，CA [35]，SS [36]，

SEG [37]，FT[38]，SR [39]，LC [40]。令 2 0.05  ， 0.1  ， 25d  ， 0.05  。 对

于显著性探测步骤，数值实验框架如下，见图 4.1。

图 4.1 数值实验框图

表 4.1，表 4.2 和表 4.3 给出新方法与其他方法的比较。显然，新方法的每一项评

价指标都位于前三名。图 4.2 和图 4.3 给出 ROC 曲线和 PR 曲线对比。从曲线来看，新

方法取得了比较理想的结果。

图 4.4 给出新方法探测的视觉结果。从这些实验结果看出：新放法比其他方法检测
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到的显著目标更完整，更准确，更接近 Ground truth。

表 4.1 不同方法在数据集 ECSSD 上的性能比较

表 4.2 不同方法在数据集 iCoSeg 上的性能比较

表 4.3 不同方法在数据集 MSRA10K 上的性能比较

图 4.2 ROC 曲线
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图 4.3 PR 曲线

图 4.4 不同方法的视觉比较，其中 IMG 代表图像，GT 代表显著性目标标注。

4.6 本章小结

本章构造了一种基于双因子矩阵分解的非凸图像显著性检测模型。在该模型中，我

们建议用非凸 Shatten-2/3 范数刻画背景，用稀疏 2 3l 刻画显著性目标，同时用拉普拉

斯正则项描述背景与显著性目标的差异。对于模型求解，本章给出基于 ADMM 的快速算
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法和相应的收敛性分析。大量的数值实验表明： 新方法不仅取得最好的评判指标，同

时给出最佳的视觉效果。
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第 5 章 总结与展望

图像显著性目标检测是十多年来一直活跃在图像处理领域的一门新兴学科，它不仅

在图像分割和目标识别中取得了满意的效果，而且在图像检索、目标跟踪及图像质量评

价等大量的实际问题中得到了广泛应用。

近年来，在低层图像处理和分析中另一个最新的进展是基于非凸 Shatten-p 范数的

图像处理理论。非凸 Shatten-p 范数现已应用于图像处理和计算机视觉的许多方面，包

括图像恢复，图像填充和图像修补等，并且得到了很好的效果。本文从非凸 Shatten-p

范数理论出发，以图像显著性目标检测为研究主线，针对当前的低秩-稀疏分解模型给

出推广及改进，主要模型有：

1.以图像显著性目标检测为应用背景，探讨了非凸 Shatten-p 范数与组稀疏的有机

结合。在该模型中，非凸 Shatten-p(
2 1

1, ,
3 2

p  )范数用来刻画背景，组稀疏刻画显著

性目标。

2. 针对显著性探测，给出了一种基于双因子矩阵分解的非凸检测模型。在该模型

中，我们建议用非凸 Shatten-2/3 范数刻画背景，用稀疏 2 3l 刻画显著性目标。

此外，为了加大背景和前景的区别，建议对特征矩阵采用拉普拉斯正则项约束。同

时，本论文给出这两种模型基于 ADMM 的快速算法和相应的收敛性分析。实验表明该算

法具有可行性。

本文虽在图像显著性检测建模理论的研究方面取得了一些有意义的成果，然而由于

模型是基于灰度图像的，因此对于彩色图像的刻画亟待解决。同时，考虑用张量表示彩

色图像是一个比较合理的选择，所以在接下来的工作中我们将尝试用非凸低秩张量分解

进行图像显著性目标检测。
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