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摘 要

摘 要

基于规范/引力对偶的 QCD 相结构研究

通过对撞机实验以及格点 QCD(Lattice QCD, LQCD) 等方法，人们定性与

半定量地得到了 QCD(Quantum Chromodynamics) 相结构。目前人们相信在零

重子数化学势时物质会经历 crossover，一种光滑连续的物态变化过程。随着重

子化学势的增加，物态变化变为一阶相变，而在 crossover 与一阶相变中间存

在一个临界点 (Critical Endpoint, CEP)。临界点位置的确定和有限化学势下的

QCD 热力学性质一直是高能物理的研究热点与重点。但是基于第一性原理的格

点 QCD 方法由于符号问题无法给出有限化学势下的详细 QCD 热力学信息。

AdS/CFT 对偶 (Anti-de Sitter/Conformal Field Theory duality) 为 Malda-

cena 于 1997 年提出的猜想，指 (d+1) 维的反德西特时空对偶于 d 维的 N = 4

超杨米尔斯场。其后 AdS/CFT 对偶发展为规范引力对偶。此猜想为解决如何

在有限化学势下得到 QCD 热力学问题提供了一条全新的思路。

本文也将基于全息对偶进行研究，基于 EMD 模型 (Einstein-Maxwell-

Dilation) ，通过引入伸缩子场和 U(1) 规范场，我们能够破坏边界场论的共形对

称性并引入重子数流。在通过拟合 BMW 组格点数据来固定模型自由度后，我

们能够解得有限化学势下的 QCD 热力学性质，并通过与格点给出的低化学势

下的结果对比进一步验证模型的可靠性。最终我们可以定量地得到 QCD 相图

中的临界点位置以及一阶相变线等信息。

在此基础上，我们进一步求解临界点附近的临界行为并与其他有效模型以

及实验所给出的临界行为做对比。此外，我们还引入了探子来研究手征凝聚、胶

子凝聚，并通过与格点 QCD 对比对模型进行了自洽性的检验。

关键词：

AdS/CFT 对偶, 全息 QCD, QCD 相图结构，临界指数
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Abstract

Abstract

Exploring QCD phase structure through gauge/gravity

duality

QCD is studied through collider experiments, lattice QCD (LQCD), etc. At

zero baryon chemical potential, matter undergoes a crossover, subsequently tran-

sitioning to a first-order phase with increasing chemical potential, with a critical

endpoint (CEP) existing between the two.

While widely accepted lattice QCD methods encounter challenges in provid-

ing thermodynamic information for QCD at finite chemical potential due to sign

problems, a demand arises for novel approaches to address this issue.

The Anti-de Sitter/ Conformal Field Theory duality (AdS/ CFT) gives

the equivalence between (d+1)-dimensional Anti-de Sitter spacetime and d-

dimensional N = 4 supersymmetric Yang-Mills theory. AdS/CFT provides a

novel approach to solving QCD thermodynamics under finite chemical potential

through the dual gravitational theory.

This paper employs the gauge/gravity duality and uses the EMD model,

introducing the dilaton field and U(1) gauge field to break conformal symmetry

and incorporate baryon number density into QCD field theory in the boundary.

Degrees of freedom in the model are fixed by fitting with lattice data given by

BMW collaboration. Also, the resulting thermodynamic properties under finite

chemical potential are compared with low chemical potential lattice QCD results.

Subsequently, the critical endpoint location and first-order phase transition line

in the QCD phase diagram are determined.

Further investigation involves exploring critical behavior near the CEP and

we also compare it with the results from other models and experiments. Moreover,

Probes are introduced to obtain chiral condensates and gluon condensates which

Revisits the validity of our model.
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第 1章 引言

第 1章 引言

目前自然界中存在 4种基本相互作用：引力、弱相互作用、电磁力和强相互

作用。其中，量子色动力学 (Quantum Chromodynamics, QCD) 所描述的强相

互作用使得夸克和胶子组合成为核子，即质子和中子，在强相互作用的剩余作

用下，核子被紧密地束缚形成原子核，进而构成了自然界中大部分的可见物质。

通过高能实验，人们验证了这一想法并证实了夸克作为基本自由度的存在 [9]。

至今为止，人们构建了 3 代 6 味夸克的图像，分别为上（u）、下（d）、奇

（s）、粲（c）、底（b）及顶（t）[10,11]，并通过实验验证了模型的正确性 [12–14]。之

后人们发现除了味道自由度以外，夸克还具有色自由度。

虽然自然界中并不存在自由夸克，但人们普遍认为，如果将物质加热到足

够高的温度或者施加足够的压力后，夸克胶子将经历相变形成夸克胶子等离子

体 (Quark Gluon Plasma, QGP)，此时系统的基本自由度由强子变成了夸克和

胶子，由于宇宙大爆炸后几十微米内的早期宇宙有着类似的温度，此时两个系

统将有着相似的演化轨迹与相变过程，因此，对夸克胶子等离子体性质以及

QCD 相变的研究有利于加深人们对物质结构、宇宙演化的理解。

目前有很多关于 QCD 相图的研究正在进行中，如格点 QCD [15]、NJL 模

型、泛函重整群等，本文采取的研究方法为全息原理 [16,17]，全息原理能够从第

一性原理出发，给出有限化学势下的 QCD 相图结构。

AdS/CFT 对偶起源于超弦，在 1997 年由 Juan Maldacena 提出 [18]。AdS/

CFT 对偶猜想提出，在 (n+1) 维的 AdS(Anti-de Sitter) 时空中的量子引力理论

等价于 AdS 时空 n 维边界上的共形场论。而规范场论用于描述除引力以外的 3

种基本相互作用力，例如，U(1) 规范场用于描述电磁力，SU(3) 规范场用于描

述 QCD。我们研究的 QCD 虽然不是共形场论，但人们猜想其仍有对应的量子

引力理论。因为其强耦合的相互作用，从 QCD 理论来计算 QCD 相图结构十分

困难，全息原理提供了一种全新的方法，即通过与强耦合场论对偶的引力理论

出发来计算得到场论的结果 [19]。

本文的研究方法基于 EMD(Einstein-Maxwell-Dilaton) 模型，模型引入了伸

1
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缩子场和 U(1) 规范场，通过求解对偶的引力理论中的黑洞解来得到对偶场论的

热力学，从而预测 QCD 相结构。此外，我们还计算了临界点附近热力学量的临

界行为，以及通过探子计算了夸克胶子凝聚，这进一步验证了我们模型的有效

性。

本文的结构如下：第一章为引言。第二章回顾了 QCD 理论的基本性质。第

三章简要阐述了全息对偶的起源，并利用全息字典给出引力系统与边界理论的

具体对偶关系。第四章简要地介绍了两个全息 QCD 模型。第五章利用 EMD 模

型计算了夸克胶子等离子体的热力学并给出 QCD 相结构。第六章在前面的基

础上，计算了模型地临界行为，并通过求解探子作用量研究夸克胶子凝聚。

2



第 2章 QCD 理论

第 2章 QCD 理论

量子色动力学 (QCD) 是用于描述夸克和胶子之间强相互作用的一种非阿贝

尔理论。本章将简要介绍 QCD 理论的基本性质以及 QCD 相图。

经典 QCD 理论的拉格朗日密度可表示为

LQCD = q̄α
(
i��Dαβ −mδαβ

)
qβ − 1

4
F a
µνF

µν
a ,

Dµ ≡ ∂µ + igtaAa
µ,

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − gfabcA

b
µA

c
ν .

(2.1)

其中 qα (α = 1, 2, 3) 表示夸克自由度，构成 SU(3) 的基础表示。ta 为 SU(3) 生

成元，满足关系式

[
ta, tb

]
= ifabctc, tr

(
tatb
)
=

1

2
δab. (2.2)

其中, fabc 是完全反对称结构常数。耦合常数 g 是一个无量纲常数，当 g 很小

时，散射振幅可以通过微扰计算得到。Aa
µ (a = 1, ..., 8) 为胶子场，构成 SU(3)

的伴随表示，F a
µν 为其场强张量。夸克场和胶子场在 SU(3) 变换下的行为为

q(x) = eiθ
ataq(x),

Aa
µ(x) = eiθ

ata
(
Aa

µt
a +

i

g
∂µ

)
e−iθata .

(2.3)

其中，θa 为群参数，如果 θa 不依赖于时空坐标 x，则对称性为整体规范不变性，

如果 θa 依赖于时空坐标 x，则对称性为定域的。拉氏密度在以上变换下保持不

变。对 qα 和 Aa
µ 进行变分，可以得到夸克和胶子的狄拉克方程以及杨-米尔斯方

程，

(i��D −m)q = 0,

[Dν , F
νµ] = gjµ, jµ = ta(q̄γµtaq).

(2.4)

3
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2.1 QCD 高能行为：渐进自由

在计算圈图时，由于高动量中间态的存在，QCD 存在紫外发散问题，需要

通过重整化来得到有效物理量。作为可重整理论，QCD 可以通过重定义裸参数

来吸收发散项。

首先，我们对理论进行正规化，有三种方法可以实现：截断法，引入一个

有限的截断参数来对动量中间态积分进行截断；Pauli-Villars 正规化，通过将被

积函数分母幂次提高来使结果收敛；以及维数正规化，通过将对 4 维时空积分

转换为对 (4− ϵ) 维时空积分实现。需要注意的是，只有维数正规化能够保持规

范不变性和 Lorentz 协变性。

引入重整化能标 κ，在微扰情况下对可观测量的重整化修正为

R[αs,
√
s/κ] =

[
1 + c1(

√
s/κ)

αs(κ)

π
+ c2(

√
s/κ)

(
αs(κ)

π

)2

+ · · ·

]
, (2.5)

这里 αs ≡ g2/4π 为强相互作用的精细结构常数。由于可观测量不应依赖于重整

化能标，因此重整化后的耦合常数 g 等参数将随着能标 κ 跑动来保证重整化修

正 R 不依赖于能标，即

κ
∂g

∂κ
= β, (2.6)

在维数正规化的最小减除方案下，给出 β 函数为 [20]

β(g) = −β0g3 − β1g
5 + · · · ,

β0 =
1

(4π)2

(
11− 2

3
Nf

)
, β1 =

1

(4π)4

(
102− 38

3
Nf

)
.

(2.7)

当 Nf ⩽ 8 时，β 函数为负，耦合常数将随着重整化能标增大而减小 [21]。这

是 QCD 的一个重要特性，即紫外渐进自由性 [22–24]。紫外渐进自由性保证了在

高能情况下，QCD 的微扰计算是可靠的。然而从图 2.1可以看出，在低能情况

下，耦合常数 g 增大，微扰理论不再有效，需要引入新的理论来描述 [1]。

4
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图 2.1 精细结构常数 αs 随能标 Q 跑动的示意图 [1]

2.2 QCD 低能行为：非微扰真空

在高能、小尺度区域（能量远高于 1GeV），QCD 微扰真空可以近似描述物

理真空的性质，手征对称性近似地存在。但随着能量降低到 1GeV 附近且高于

0.2GeV 时，在这一非微扰区，凝聚效应变得显著，手征对称性开始自发破缺，

但此时颜色禁闭还未发生。在低于 0.2GeV 能区，由于颜色禁闭，夸克和胶子开

始以色单态的形式存在。

2.2.1 手征对称性破缺

手征性算符 γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 有两个本征态，分别对应左旋夸克和右旋夸克，

其本征值为 ±1，

qL =
1

2
(1− γ5) q, qR =

1

2
(1 + γ5) q. (2.8)

5
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在 UL (Nf )× UR (Nf ) 变换下，

qL → e−iλjθjLqL, qR → e−iλjθjRqR,
(
j = 1, · · · , N 2

f − 1
)

(2.9)

其中，θ 是与时空坐标 xµ 无关的参数。λ0 =
√

2/Nf , λ
j = 2tj，这里 tj 为 U (Nf )

群生成元。在经典层面上，LQCD 在此变换下不变。我们可以定义矢量及轴矢量

变换，

q → e−iλjθjVq, q → e−iλjθjAγ5q,
(
j = 1, · · · , N2

f − 1
)

(2.10)

其中，θV = θL = θR，θA = −θL = θR。因此，这些变换的关系可以表示为

UL (Nf )× UR (Nf ) ≃ (U(1)× SU (Nf ))L × (U(1)× SU (Nf ))R

≃ (U(1)B × U(1)A)×
(
SU (Nf )V × SU (Nf )A

) (2.11)

在量子层面上，U(1)B 对应重子数守恒，对应味单态轴矢量转动的 U(1)A 对称

性由于轴子反常被破坏 [25]。剩下的手征对称性中，SU(Nf )A 会自发性破缺掉，

SU(Nf )V 为真空剩余的矢量变换对称性。在 SUL (Nf ) × SUR (Nf ) 变换下，凝

聚 q̄q ≡ q̄LqR + q̄RqL 不变，因此可以作为手征相变的序参量，如果 ⟨q̄q⟩ ̸= 0，则

系统处于手征破缺相；如果 ⟨q̄q⟩ = 0，则手征对称性恢复，这种情况通常在极高

温下发生。

2.2.2 颜色禁闭

颜色禁闭理论用于解释实验中无法观测到自由的夸克或胶子。它指的是在

较大尺度（fm 量级）下，任何带颜色的粒子都无法自由存在，必须相互结合为

色中性的粒子。在高能（小尺度）时由于渐近自由，夸克胶子间的相互作用较

弱；在低能（大尺度）时由于颜色禁闭，夸克胶子间的相互作用变强。

与手征相变不同，颜色禁闭与颜色对称群的中心对称子群 Z (Nc) 有关，

其序参量可取 Wilson 圈算子及 Polyakov 圈算子的真空期待值，若系统存在

Z (Nc) 对称性，则为禁闭相，若对称破缺，则为退禁闭相 [26]。

6
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Wilson 圈算子是用来描述颜色禁闭的一个重要工具。其定义为

W [C] ≡ Tr
[
P
(
eig

∫
C
Aµdxµ

)]
. (2.12)

其中 C 表示时空中的任意闭合回路，P 为排序算符，此定义在规范变换下不变。

当 C 取为空间长度为 L、时间长度为 T 的矩形回路时，W [C] 的物理意义为在

t0 时刻，一对空间距离为 L 的正反夸克对产生，并在 t0 + T 时刻湮灭的过程。

在 T 趋于无穷的极限下，可以得到 Wilson 圈算子的真空期待值与夸克与反夸

克之间的势能函数 V (L) 的关系 ⟨W [C]⟩ ≃ e−V (L)T，当夸克被束缚时，势能函数

V (L) 正比于空间距离 L，[27]

⟨W [C]⟩ ≃ e−O(LT ) = e−σA. (2.13)

其中 σ 是弦张力。这个行为被称为面积律。相反，当夸克解禁闭时，Wilson 圈

算子的真空期待值则呈现出长度律的行为：

⟨W [C]⟩ ≃ e−O(L). (2.14)

Polyakov 圈算子是另一个用来描述颜色禁闭的关键工具。它的定义为

P [x⃗] ≡ Tr
[
T
(
eig

∫ T
0

At(x⃗,t)dt
)]

(2.15)

Polyakov 圈算子与 Wilson 圈算子的不同之处在于，前者考虑的是时间回路，其

中 T 表示时间排序算符。Polyakov 圈算子的真空期待值与单夸克自由能 Fq 的

关系为 ⟨P (x)⟩ = e−FqLt。当 ⟨P (x)⟩ = 0 时，Fq 趋向无穷，此时夸克被束缚，不

存在自由的单夸克。而 ⟨P (x)⟩ ̸= 0 则对应退禁闭相。

在实验方面，颜色禁闭可以通过强子谱的 Regge 行为得到验证，其表现是

强子质量平方与角动量等量子数呈线性相关，在后续第四章中的软墙模型我们

将继续介绍此性质 [28]。
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2.3 相变

目前，我们已经讨论了在小尺度下的微扰理论和 QCD 渐近自由性质，以及

在大尺度下的手征对称性破坏和颜色禁闭现象。从广义上看，随着尺度的改变，

QCD 有着不同的手征对称性、出现颜色禁闭等行为，这意味着系统进入了不同

的“相”。类似地，通过改变体系的温度和化学势，可以改变系统微观自由度之

间相互作用的尺度，从而产生相变。[29]

图 2.2 夸克流质量和夸克味道数对 QCD 相图的影响 [2]

根据前面的讨论，当夸克的味道数 Nf 增大到使 QCD理论的 β 为正时，渐

进自由性质不再成立。另外在 Nf = 0 的 SU(Nc) 理论中，QCD 相变由 Z(Nc)

对称性描述，当系统在低温时处于禁闭相态，在高温时对称性破缺，系统呈现

退禁闭相态。因此，在 QCD 理论中，除了体系的温度和化学势等环境因素外，

夸克味道数 Nf 和流夸克质量 mq 等内在属性也会影响相变过程。[30]图 2.2展示

了夸克质量和味数目对相变的影响 [2]。

对于环境因素，图 2.3半定量地给出了当前对 QCD 相图结构的理解 [3]。图

8
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中横轴为重子化学势，竖轴为温度。可以看到，在高温低密区域，由于体系的

特征尺度较小，系统为以夸克和胶子为基本自由度所构成的夸克胶子等离子体。

随着温度降低，系统经历手征对称性破缺和颜色禁闭，逐渐转变为由较轻强子

构成的强子相，这一路径也反映了宇宙的演化过程。在宇宙大爆炸的早期阶段

（大爆炸后的 10−5 ∼ 10−4s），宇宙处于 QGP 相态，随着宇宙持续膨胀，温度持

续降低，夸克、胶子组合形成强子，宇宙进入强子相。在零重子化学势下，此

相变为 crossover，当增加化学势时，可以观察到在相图右侧，QGP 相和强子

气相之间的相变由 crossover 变为一阶相变。在一阶相变线上，两种相有着相等

的自由能，相变发生时系统的物理量如熵密度和粒子数密度会出现不连续现象。

在 crossover 和一阶相变线之间存在量子色动力学临界点，此时熵密度不连续性

∆s, 粒子数密度不连续性 ∆ρ 逐渐趋于 0，自由能的一阶导数连续但二阶导数不

连续。临界点位置的确定和有限化学势下的 QCD 物态为目前粒子物理研究最

重要的课题之一 [31]。最后在低温高密区域，系统将进入色超导相 [32,33]。

图 2.3 QCD 相图结构 [3]

在理论上，可以使用 QCD 微扰理论来描述极高温度或极高密度区域。在低

密有限温度区域，可以使用格点 QCD 来进行零密度区域的准确的第一性原理

9
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计算，并通过对 µ/T 展开来预测低密度区域的临界点位置。[34,35] 然而，随着化

学势的增加，由于符号问题，格点 QCD 会失效。为了填补这一空白，人们提出

了更多的有效模型，如袋模型 [36]、势模型 [37]、NJL 模型 [38] 和 PNJL 模型 [39,40]

等。

在实验方面，有 RHIC(Relativistic Heavy Ion Collider)、LHC(Large Hadron

Collider) [41] 等重离子碰撞试验，其基本原理是将带电原子核加速到接近光速后

使其相互碰撞来产生极端高温、高密的物质，此时强子中的夸克和胶子将解禁

闭形成 QGP。目前实验中的喷柱淬火、集体流的组分夸克标度性及 J/Ψ 产额

压低等现象间接证明了 QGP 的存在，且实验得到的粘滞系数与熵之比说明了

QGP 为强耦合的理想流体。[42]

实验具体反应过程为：将金、铅原子核加速、碰撞后形成色玻璃凝聚，部

分子相互作用形成色玻璃等离子体 (glasma)，随后分裂成轻夸克、胶子并形成

夸克胶子等离子体。当达到相变温度时，其中带色的部分子会相互结合形成色

中性的强子，形成强子气。这一过程对应图 2.3中左边部分，即在低化学势下从

高温冷却到低温的过程。
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第 3章 AdS/CFT 对偶

通过 AdS/CFT 对偶 (Anti-de Sitter/Conformal Field Theory, AdS/CFT)，

人们能够利用经典引力理论及其数值方法来非微扰地研究强耦合规范场论，目

前被广泛应用于 QCD 理论、核物理、非平衡物理及凝聚态物理等领域。本章将

对 AdS/CFT 对偶的研究背景、起源以及应用进行简要概述。

3.1 AdS/CFT 对偶起源

3.1.1 重整化群流视角下的 AdS/CFT 对偶

在强关联体系中，高能的集体粒子运动的规律可以通过有效粒子对应的低

能有效理论来描述，即通过积分掉我们不关心的短距离自由度，得到有效理论。

这个过程会引入新的自由度，即系统的能标或特征长度。全息对偶建立了 d 维

强关联量子场论与 d + 1 维黑洞视界动力学之间的对应关系，引力理论中的额

外维度将与场论的能标相对应。这一思想与重整化群的思想十分相似，而重整

化群方程可以描述不同能标下有效粒子间相互作用的参数值如何跑动 [43]。

考虑 d 维、格距为 a 的格点系统，其哈密顿量为

H =
∑
x,i

Ji(x)Oi(x). (3.1)

其中，Oi(x) 代表不同格点位置 x 上的不同算符，Ji(x) 为对应的耦合常数或源。

考虑对体系进行粗粒化，即将较小尺度上的格点进行平均，合并为较大的

格点，并更新对应的耦合常数，且在粗粒化后，得到的有效哈密顿量的形式将保

持不变。这一过程依赖于我们考虑的系统特征尺度 u = 2na, (n = 1, 2, · · · )，耦

合常数随 u 的变化由以下流方程描述

u
∂

∂u
Ji(x, u) = βi (Ji(x, u), u) . (3.2)
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如图 3.1所示，将不同特征尺度 u 下的格点体系堆叠到一起时，耦合系数

Ji(x, u) 可以看作定义在 d+ 1 维空间上的一个动力学场。

图 3.1 格点体系随特征尺度 u 进行粗粒化的过程 [4]

堆栈系统中新增的维度即对应全息坐标 r，r 的取值范围从紫外区域 (z = a)

到红外区域 z → ∞，对应系统特征尺度 u 不断增大的粗粒化过程。与源 Ji(x)

对应的场为 Φi(x, r)，它们具有相同的荷、张量结构和其他量子数，且满足

Φi(x, r = a) = Ji(x, a).

这个新的 d + 1 维的堆栈系统为引力理论。因此对同一系统存在两种不同

的描述，其一是原始的 d 维格点系统，其耦合常数 Ji(x, u) 遵循 β 方程，其二

是 d+ 1 维的引力描述，源 Ji(x, u) 与高维场 Φi(x, r) 一一对应。因此，我们可

以通过引力理论来求解低维场论的流方程。

3.1.2 弦论视角下的 AdS/CFT 对偶

弦论中最基本的概念为弦，其中弦长 ls 等于普朗克长度，其张力为

T ≡ 1/(2πα′) = 1/(2πl2s)。弦具有不同振动模式，不同的振动模式对应着不同的

基本粒子。弦的 Nambu-Goto 作用量为

SNG = −T
∫
d2σ
√

− dethαβ. (3.3)
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其中，hαβ = gMN∂αX
M∂βX

N 为世界面上的诱导度规，XM (M = 0, 1, . . . , d− 1)

为时空坐标，d 为时空维度，玻色弦的时空维度为 26，而超弦的时空维度为 10。

弦论包括玻色弦理论、I 型弦理论、II-A 型弦理论、II-B 型弦理论和混合弦

理论等五种基本形式，这些理论之间通过 S 对偶、T 对偶等相互联系。

弦具有两种形式：开弦和闭弦。闭弦没有端点，开弦的端点可以放在 D 膜

上 [44]。如果对开弦中的 p 个方向采取 Neumann 边界条件 (Xµ′ = 0)，剩下的

9-p 个方向采取 Dirichlet 边界条件 (Xµ = Xµ
0 )，开弦的端点会被限制在 p+1 维

空间的物体上移动，即 Dp 膜。在低能情况下，由 Yang-Mills 理论描述连接于

Dp 膜上的开弦的动力学，例如我们可以用 D3 膜去描述 4 维规范场论 QCD 理

论。Dp 膜为具有 p 维空间的物体，p=0 时为点，p=1 时为弦，p=2 时为膜。在

弦论框架下，描述 D 膜动力学的作用量为 [45]

S =
1

2κ2

∫
d10x

√
−g
[
e−2ϕ

(
R + 4∂Mϕ∂

Mϕ
)
− g2s

2(p+ 2)!
F 2
p+2

]
. (3.4)

其中，2κ2 = (2π)7g2s l
8
s 为耦合常数，R 为时空的 Ricci 标量，ϕ 为伸缩子，

Fp+2 = dAp+1 为反对称场强张量。作用量在 Einstein 框架下为

SE =
1

2κ2

∫
d10x

√
−g

[
R− 1

2
∂Mϕ∂

Mϕ− e−
(p−3)

2
ϕ

2(p+ 2)!
F 2
p+2

]
. (3.5)

我们有两种方式去描述 D 膜，其一是把 D 膜看作为开弦端点处设置

Dirchlet 边界条件的超曲面，其二是超引力中带有守恒荷的 p 膜解。在低能极

限下两种描述方式都会退化为两个无耦合系统的和，其中一个系统在两种描述

方式下都表现为自由超引力系统；而另一个系统在不同的描述下表现为两种不

同的理论，一是大 N 极限下 (3+1) 维时空中的 N = 4 的 U(N) 超杨-米尔斯理

论，二是 AdS5 × S5 时空中的 I I B 型超弦理论。尽管这两种理论看似无关，但

由于它们实际上都是由 D 膜的低能极限推导而来，因此它们是低能等价的。[18]

另外，在弦论中，闭弦用于描述引力，开弦用于描述规范理论，因此弦论

隐含了将引力理论和规范理论相互对偶的可能性，我们将通过大 Nc 极限下对

非阿贝尔规范理论的展开与对弦论的展开相比较阐述这种可能性 [46]。
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3.1.2.1 弦论与强相互作用

考虑色数目为 Nc 的 U(Nc) 非阿贝尔规范理论，其配分函数为：

Zgauge =

∫
DAµ exp

(
− 1

4g2

∫
d4xTrF 2

)
(3.6)

这里的负号由欧式作用量引入，g 为耦合常数。耦合常数 g 和色数目 Nc 通过’t

Hooft 耦合常数联系在一起，

λ = g2Nc. (3.7)

在大 Nc 极限下，我们保持’t Hooft 耦合常数 λ 固定，真空振幅可以利用 1/Nc

展开为

logZgauge =

∞∑
h=0

Nχ
c fh(λ) = N2

c f0(λ) + f1(λ) +
1

N2
c

f2(λ) + · · · . (3.8)

其中 χ = 2 − 2h 为欧拉示性数，h 为二维表面的孔数，因此 f0(λ) 是来自平面

图的贡献，f1(λ), f2(λ), . . . 来自非平面图的贡献。

而弦论配分函数给出的真空振幅为

lnZstring =

∞∑
h=0

(
1

gs

)χ

f̃h (ls) =
1

g2s
f̃0 (ls) + f̃1 (ls) + g2s f̃2 (ls) . . . . (3.9)

其中 gs 为弦耦合常数，ls 为弦长。可以看出，两种理论的真空振幅的展开结构

十分相似，我们提出假设 Zgauge = Zstring，在此假设下，两个理论的参数有以

下对应关系

N2
c ∼ 1

g2s
∼ 1

G
, λ ∼ ls. (3.10)

我们知道，弦论可以用于描述 4 维时空的强相互作用，但同时弦论的自洽

性又要求高于 4 的维度，例如，对于玻色弦理论需要维度 d=26，对于包含费米

子的 I 型弦论需要 d=10. 为了解决这个冲突，需要引入弯曲时空背景的影响，
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即，大 Nc 下的规范理论等价于 5 维弯曲时空的引力理论，描述 5 维弯曲时空

的度规具有以下形式

ds25 = Ω(w)2
(
−dt2 + dx23

)
+ dw2. (3.11)

其中，w 为额外的第五维坐标，由于 Ω(w)2 只依赖于坐标 w，所以度规具有

ISO(1,3) 对称性。

3.1.2.2 AdS/CFT 对偶

接下来我们利用更严格的约束，即标度不变性，来进一步推导大 Nc 下的规

范理论与引力理论的对应关系并具体给出对偶的 5 维弯曲时空的度规。

标度不变性是指理论在以下变换下保持不变：

xµ → axµ, xµ = (t, x3) = (t, x, y, z). (3.12)

其中，共形场论满足以上对称性。

在经典层面上，规范场满足标度不变性。但在量子层面上，重整化引入的

能标依赖破坏了标度不变性。如果要维持理论的标度不变性，需要额外加入合

适的物质场来保证

β(gYM) = µ
dgYM
µ

= 0. (3.13)

特别的，对于 N = 4 的超对称杨-米尔斯 (Super-Yang-Mills, SYM) 理论，

其作用量为

L =
1

g2YM
tr
[
−1

2
F 2
µν − (Dµϕi)

2 − iλ̄Iγ
µDµλ

I +O
(
ϕ4
)
+O(λλϕ)

]
. (3.14)

其中，前三项分别为规范场 Aµ，标量场 ϕi 和 Weyl 费米子场 λI 的动能项。该

作用量在经典和量子层面上都能保证标度不变性，例如，在量子层面上，1 圈图
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给出的 β 函数为

β (gYM) = − g3YM
48π2

Nc

(
11− 2nf −

1

2
ns

)
. (3.15)

其中 nf 为 Weyl 费米子的数量，ns 为实标量场的数量，N = 4 的 SYM 场包含

规范场 Aµ、6 种标量场 ϕi 和 4 种 Weyl 费米场 λI，因此 nf = 4, ns = 6，可以

得出上式为 0，即耦合常数 gYM 不依赖于能标，理论具有标度不变性。

对于弯曲时空，度规 (公式 3.11) 的标度不变性要求

Ω(w)2 → a−2Ω(w)2. (3.16)

满足这种变换的度规为

ds25 =
( r
L

)2 (
−dt2 + dx23

)
+ L2dr

2

r2
. (3.17)

这正是 5 维反德西特时空 (AdS5) 的度规，L 即 AdS 半径。至此，我们通过要

求规范理论与引力理论都具有标度不变性得到了一种具体的对应关系，规范场

论给出了 N = 4 的超对称杨-米尔斯，引力理论给出了 AdS 弯曲时空。

进一步可以推广可以得到，共形场论和 AdS 引力理论给出的配分函数是等

价的 [47,48]，

ZCFT = ZAdS. (3.18)

但值得注意的是，上式给出了共形场论的引力对偶，但 QCD 理论却显然并不

具有共形对称性。因此在 AdS/QCD 模型中，我们需要额外引入伸缩子场 ϕ 来

打破共形对称性，或者从引力对偶出发，由形变后的 AdS 时空得到不具有共形

对称性的场论 [49]。

16



第 3章 AdS/CFT 对偶

3.2 全息对偶字典

由上一章的引力与场论的配分函数的等价关系 (公式 3.18)，我们得到

Zbulk [Φ(x⃗, z)|z=0 = ϕ(x⃗)] =
〈
e
∫
ddxϕ(x⃗)O(x⃗)

〉
CFT

, (3.19)

其中，Φ 为 bulk 中的场，边界共形场 ϕ 对应边界共形场算符 O。

当引力理论为弱耦合时，可近似为经典的

Zbulk ≃ e−N2Sclass[Φ]+O(α′) +O (gs) , (3.20)

其中，Sclass 为经典作用量，对 bulk 的配分函数贡献最大的是 Sclass 的最小值，

即满足运动方程的经典解。其 n 点函数为

⟨O (x1) · · · O (xn)⟩ =
δ(n)Sren

grav [Φ]

δϕ (x1) · · ·ϕ (xn)

∣∣∣∣∣
ϕ=0

. (3.21)

在全息对偶字典中，引力理论长在 d + 1 维上，而场论长为 d 维上，相差

的一个维度 z 对应场论的能标。全息对偶提供了一条全新的路径去理解强相互

作用理论，即通过理解其对偶的经典引力理论。

3.2.1 标量场

引入一个质量为 m 的自由标量场 Φ(X)，背景时空M 为 AdSd+1，其作用

量为

S = −1

2

∫
dd+1X

√
g
(
gMN∂MΦ∂NΦ +m2Φ2

)
,

ds2 =
R2

z2
(
dz2 + dx2

)
.

(3.22)

其中，R 为 AdS 半径，dx2 = −dt2 + dx23，运动方程为

∇M∇MΦ−m2Φ = 0. (3.23)

17
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将运动方程代入作用量得到在壳作用量为

Son-shell =
1

2

∫
∂M

ddy
√
γΦnM∂MΦ (3.24)

其中，nM 为垂直于边界 ∂M 的单位向量，γ 为边界上诱导度规的行列式，y 为

边界上的坐标。

对 Φ (X) 做傅里叶分解 Φ (z, xµ) =
∫

ddk
(2π)d

eik·xΦ(z, k)，代入运动方程中得到

z2∂2zΦ(z, k) + (1− d)z∂zΦ(z, k)−
(
m2R2 + k2z2

)
Φ(z, k) = 0, (3.25)

其中 kµ = (ω, k⃗), k2 = −ω2 + k⃗2, k · x = ηµνk
µxν . 在 AdSd+1 边界，即径向坐

标 z → 0 时，取 Φ ∼ zβ，运动方程变为

β(β − 1) + (1− d)β −m2R2 = 0, (3.26)

解得方程的两个解 β1 = d−∆, β2 = ∆，因此 Φ(X) 在边界上有以下渐进行为

Φ(z, k) = A(k)zd−∆ +B(k)z∆, z → 0,

Φ(z, x) = A(x)zd−∆ +B(x)z∆, z → 0,

∆ ≡ d
2
+ ν, ν ≡

√
d2

4
+m2R2.

(3.27)

如果 m2 > 0，有 d−∆ < 0，这会导致 Φ 发散。为了得到有限值，我们定义

源为 ϕ(x) = limz→0 z
∆−dΦ(z, x).

接下来对作用量进行重整化 [50]，将解 (3.27)代回在壳作用量，在 z = ϵ→ 0

时有，

S =
1

2
Rd−1

∫
ddk

(2π)d
[
ϵ−2ν(d−∆)A(−k)A(k) + dA(−k)B(k)

]
. (3.28)

上式第一项即为发散项。为了去除发散我们需要添加一项局部抵消项，抵消项

18
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正比于
∫
∂AdS

ddx
√
γΦ2(ϵ, x).

Sct = −1

2
(d−∆)Rd−1

∫
ddk

(2π)d
[
ϵ−2νA(−k)A(k) + 2A(−k)B(k)

]
. (3.29)

引入边界条件 A(k) = ϕ(k) 后，重整后的作用量为

S(R) =
1

2
Rd−1(2∆− d)

∫
ddk

(2π)d
χ(k)ϕ(k)ϕ(−k). (3.30)

其中 χ(k) = B(k)/A(k) 为比例系数。边界共形场算符 O 的期待值为

⟨O(k)⟩ϕ =
δS(R) [Φc]

δϕ(−k)
= (2∆− d)χ(k)ϕ(k) = 2νχ(k)ϕ(k) = 2νB(k). (3.31)

两点函数为

GE(k) = 2ν
Γ(−ν)
Γ(ν)

(
k

2

)2ν

. (3.32)

其中，Γ(ν) 为伽马函数。变换到位形空间后可得

GE(x) = ⟨O(x)O(0)⟩ ∼ 1

|x|2∆
. (3.33)

类似地，可以得到相互作用下标量场的多点函数，有相互作用的标量场作

用量为

S[Φ] =

∫
ddxdz

√
g

[
−1

2

(
gMN∂MΦ∂NΦ +m2Φ2

)
−
∑
n≥3

λn
n!

Φn

]
, (3.34)

对于 n ≥ 3 的高点函数 [51]

⟨O (x1) . . .O (xn)⟩con = λnc
n
∆In (x′

1, . . . , x′
n) ,

In (x′
1, . . . , x′

n) =

∫
ddxdz

z−(d+1)+n∆[(
z2 + (x − x′

1)
2) . . . (z2 + (x − x′)2

)]∆ .
(3.35)

19
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3.2.2 矢量场

与标量场情况中源 ϕ 与算符 O 耦合的方式
∫
ddxϕO 类似，矢量场 Aµ 与

Jµ 耦合后为
∫
ddxAµJ

µ. 由全息词典

e−Sgrav ≡
〈
e
∫
ddxJj(x)A0,j(x)

〉
CFT

, (3.36)

其中，矢量场的作用量可表示为

S =

∫
dd+1x

√
g

(
1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ

)
. (3.37)

A0 的运动方程为

[
z2∂µ∂µ + (1− d)z∂0 −

(
m2 − d+ 1

)]
A0 = 0, (3.38)

类似标量场的情况，满足上式且在 z → ∞ 处不发散的解为

A0(z, x) =

∫
ddk

(2π)d
e−ik·xz

d
2a0(k)Kα̃(kz),

α̃ =

√
d2

4
+ m̃2 =

√
(d− 2)2

4
+m2, ∆̃ =

d

2
+ α̃.

(3.39)

其中，K 为修正贝塞尔函数。

引入标架，将全局坐标转换为局域坐标，Ãa = eµaAµ = zAa. 由傅里叶变换

后的运动方程及 F µν 的反对称性可得 Ai 需满足

z2∂2z Ãi(z, k)− z2k2Ãi(z, k) + (1− d)z∂zÃi(z, k)− m̃2Ãi = −2izkiÃ0(z, k)

(3.40)

其中，kiki = k2. 方程的通解为

Ãi(z, x) =

∫
ddk

(2π)d
e−ik·xz

d
2

(
ai(k)Kα̃(kz) + ia0(k)

ki
k
x0Kα̃+1(kz)

)
(i = 1, 2, . . . d).

(3.41)
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在 z = ϵ→ 0 处引入抵消项，得到重整化后的作用量为

S(R) =
1

2

∫
ddxϵ−dÃϵ,i

[
−Ãϵ,i + ϵF̃ ϵ,0i

]
, (3.42)

两点函数为 [52,53]

⟨Ji(x)Jj(y)⟩ =
2c̃α̃∆̃

∆̃− 1

(
δij − 2

(x− y)i(x− y)j
|x − y|2

)
|x − y|−2∆̃,

c̃ =
Γ(∆̃)

π
d
2Γ(α̃)

.

(3.43)

通过解不同形式的场的运动方程我们可以得到其他的共形维度，

例如，旋量场的共性维度为 ∆ = 1
2
(d + 2mL), p-形场的共形维度为

∆ = 1
2

(
d+

√
(d− 2p)2 + 4m2L2

)
。此外，还存在对应关系，如能动张量 T µν(x)

对应引力子 gµν(z, x)，从而使 T µν(x)gµν(z, x) 为一个标量。以上全息对偶字典

可以用于计算全息 QCD，比如，引力场中的矢量场 AM 在场论边界上的值给出

了 QCD 中的化学势。
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第 4章 全息 QCD 模型

AdS/CFT 对偶在求解 QCD 介子谱、重子谱、胶球谱及夸克-胶子等离子体

问题展现了作为计算强耦合系统的新方法的巨大潜力。虽然 QCD 并不是共形

场论，但可以通过对 AdS 时空进行适当的变形从而得到非共形场论的信息。除

了 QCD 以外，全息对偶理论还被用于计算凝聚态的相关问题，如超导、超流

等。

全息 QCD 模型的建立主要通过自上而下 (top-down) 和自下而上 (bottom-

up) 两种方法。自上而下指从上层基本理论出发，如超弦理论，通过引入合适

的对称性破坏机制来破坏超对称性，从而得到有效理论。使用这一方法的模型

有 Saki-Sugimoto 模型 [54,55]、D3 −D7 模型 [56]、D4 −D6 模型 [57] 等。自下而上

指从 QCD 理论的性质和已知的低能现象出发，根据其对称性，和 Regge 轨迹、

QCD 状态方程 (Equations of state, EoS)、手征对称自发破缺、线性禁闭等性质

来构造有效模型。接下来，我们将详细介绍一些采用自下而上方法构建的两种

全息模型。

4.1 硬墙模型

硬墙模型的作用量及度规为 [58]

S =

∫
d5x

√
−gTr

(
|DX|2 + 3|X|2 + 1

4g25

(
F 2
L + F 2

R

))
,

ds2 =
L2

z2
(
−dt2 + dz2 + dx21 + dx22 + dx23

)
,

DMX = ∂MX − iAL
MX + iXAR

M , AL,R = Aa
L,Rt

a,

FMN
L,R = ∂MAL,R − ∂NAL,R − i

[
AM

L,R, A
N
L,R

]
.

(4.1)

其中，X 为标量场，对应 4 维 QCD 理论中的 q̄αRq
β
L。AL, AR 分别为左右

手规范场，分别对应 QCD 中的 q̄Lγµt
aqL, q̄Rγµt

aqR。度规满足 SO(2, 4) 对称性，

为了让对称性破缺，我们需要设置截断，在径向坐标 z 上设置两个边界条件：
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IR 处有 z = zm。UV 处有 z = ϵ→ 0。

考虑到 QCD 的全局手征对称性 SU(2)L × SU(2)R，我们引入了 5d 下的局

域规范场 AL, AR，其在 UV 边界处为对应的 4d 场论中 SU(2) 流 JL, JR 的源。

我们取

X =

 χ(z)
2

0

0 χ(z)
2

 , (4.2)

代入作用量中，可以得到 χ 部分的作用量，对作用量进行变分并对 χ 做傅里叶

分解后，场 χ 的作用量及运动方程为

Sχ = −1

2

∫
d5x

√
−g
(
∂mχ∂

mχ+ 3χ2
)
,

∂z
(
z−3∂zχ(z, q)

)
+

3 + z2q2

z2
χ(z, q) = 0.

(4.3)

在 z → 0 时可以得到运动方程的解为 χ(z) = c1z + c3z
3. 将解代回作用量得到在

壳作用量为

Son-shell ∼
∫
d4q
[
z−3χ(z, q)∂zχ(z, q)

]∣∣∣∣
z=ϵ

∼
∫
d4qc1c3, (4.4)

根据全息对偶字典，4 维场论的生成泛函等价于 5 维引力的在壳作用量：

W4D [ϕ0(x)] = S5D,eff[ϕ(x, ϵ)], ϕ(x, ϵ) = ϕ0(x). (4.5)

因此，如果 c1 正比于夸克质量 mq，那么在壳作用量对其的微分正比于夸克凝

聚，即 c3 ∼ ⟨q̄αqβ⟩ ≡ σ. 并且在 c1 → ac1, c3 → c3/a 变换下（a 为变换参数），

χ(z) = ac1z +
c3
a
z3，关系依然成立。对在壳作用量 (4.3) 二次微分后得到算符 q̄q

的两点函数为

⟨q̄q(q)q̄q(0)⟩ = a2

2
q2 log

(
q2L2

)
+ . . . , (4.6)

与 QCD 给出的两点函数领头阶 ⟨q̄q(q)q̄q(0)⟩ = Nc

8π2 q
2 log (q2/µ2) 对比得出
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变换参数 a =
√
Nc/(2π).

接下来，我们考虑模型中 QCD 手征对称自发破缺的机制并定出规范耦合

常数 g5。由于自发破缺机制，SU(2)L × SU(2)R 会破缺剩下 SU(N)V . 引入矢量

场 V ≡ (AL + AR) /2 和轴矢量场 Aµ ≡ (Aµ
L − Aµ

R) /2，其运动方程分别为

∂z
(
z−1∂zVµ(q, z)

)
+ z−1q2Vµ(q, z) = 0,

∂z
(
z−1∂zAµ(q, z)

)
+ z−1q2Aµ(q, z) + z−2g25χ

2Aµ(q, z) = 0.
(4.7)

对比可得，轴矢量场 Aµ 的运动方程多出正比于标量场 χ 的一项，这将导致 ρ

介子质量和 a1 介子质量劈裂。在 Vz(q, z) = 0 的规范下，矢量介子 ρ 介子的横

向分量 Vz 的运动方程为

[
dz

(
1

z
dzV

a
µ (q, z)

)
+
q2

z
V a
µ (q, z)

]
⊥
= 0. (4.8)

将满足上式的解代入作用量中可以得到在壳作用量为 Son-shell =

− 1
2g2

∫
d4x

(
1
z
V a
µ dzV

µa
)
z=ϵ

. 在大欧式动量区域 (Q2 = −q2)，Son-shell 对源 V0

二次微分后得到对应矢量流的两点函数为∫
x

eiqx < Ja
µ(x)J

b
ν(0) > = δab

(
qµqν − q2gµν

)
ΠV
(
Q2
)
,

ΠV
(
Q2
)
= − 1

2g25
lnQ2.

(4.9)

对比 QCD 计算给出的 ΠV (Q2) = − Nc

24π2 lnQ2，可以得到规范耦合常数

g25 = 12π2

Nc
.

最后，我们使用该模型计算衰变常数与介子质量。首先我们求解 Vµ 的运动

方程 (4.7)，解的一般形式为 Vn(q, z) = V
(0)
µ (q)V (q, z)，代入运动方程

z∂z
(
z−1∂zV (z)

)
+ q2V (z) = 0. (4.10)

并限制满足边界条件 Vn(z = 0) = 0，∂zVn (z = zm) = 0, 对应本征函数 Vn(z) 的

离散本征值满足 q2 = m2
n. 根据本征函数的完备性和归一化，可以得到对应上式
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的格林函数

G (z, z′) =
∑
n

Vn(z)Vn (z
′)

q2 −m2
n

. (4.11)

根据这个方程可以得到

V (z′) =

∫
dz V (z)δ (z − z′)

= z−1
∑
n

V ′
n(ϵ)Vn (z

′)

q2 −m2
n

.
(4.12)

将运动方程的解 V (q, z) 代回作用量得到在壳作用量，在壳作用量对 V
(0)
µ 二阶

微分后可得流流关联函数

⟨Jµ(q)Jν(0)⟩ = − 1

g25q
2

(
qµqν − q2gµν

)
×

(∑
n

(z−1V ′
n(ϵ))

2

q2 −m2
n

)
. (4.13)

对于极化为 εµ 的 ρ 介子，衰变常数 Fρ 定义为
〈
0
∣∣Ja

µ

∣∣ ρb〉 = Fρδ
abεµ，即

F 2
ρn =

1

g25

(
z−1∂zVn

∣∣
ϵ

)2
. (4.14)

此外，硬墙模型还可以计算得到其他物理量，考虑轴矢量介子的二阶作用

量为

S =

∫
d5x

[
− 1

4g2z
F a
AF

a
A +

v(z)2

2z3
(dπa − Aa)2

]
. (4.15)

其中，v(z) = mqz+σz
3，A = (AL − AR) /2，X = X0 exp (i2πata)。取规范 Az = 0，

分解场为 Aµ = Aµ⊥ + dµφ，得到运动方程[
dz

(
1

z
dzA

a
µ

)
+
q2

z
Aa

µ −
g2v2

z3
Aa

µ

]
⊥
= 0,

dz

(
1

z
dzφ

a

)
+
g2v2

z3
(πa − φa) = 0,

−q2dzφa +
g2v2

2
dzπ

a = 0.

(4.16)
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类似 ρ 介子衰变常数的定义 (4.14)，可以得到轴矢量介子的衰变常数。此外还

可以计算得到

f 2
π = − 1

g2
dzA(0, z)

z

∣∣∣∣
z=ϵ

, (4.17)

其中，A(0, z) 为满足 q2 = 0 及边界条件 A′ (0, zm) = 0，A(0, ϵ) = 1 的运动方程

(4.16) 的解。

硬墙模型虽然只有三个自由参数 mq、σ、zm，但与实验测量结果符合得很

好。在硬墙模型的基础上还可以进一步改进，如加入弦理论方面的物理效应、考

虑 QCD耦合常数的跑动等。此外，硬墙模型无法描述 Regge行为，而 Regge行

为反应了 QCD 物理的基本性质之一，颜色禁闭。为了解决这个问题，人们提出

了软墙模型，其在硬墙模型的基础上改进并解释了 QCD 线性禁闭现象 [5,59,60]。

4.2 软墙模型

在此基础上，人们进一步提出了软墙模型，与硬墙模型的“硬”截断

0 < z <∞ 相比，软墙模型引入了伸缩子场 ϕ(z) = µ2z2。模型作用量为 [5]

S =

∫
d5xe−ϕ(z)√g

{
−|DX|2 + 3|X|2 − 1

4g25

(
F 2
L + F 2

R

)}
. (4.18)

类似之前的过程，我们可以得出满足限制条件 V (q, ϵ) = 0, ∂zVn (z = zm) = 0

的本征函数 Vn(z) 对应的运动方程

∂z
(
z−1e−ϕ∂zVn(z)

)
+m2

nVn(z) = 0. (4.19)

通过变换 Vn(z) = eϕ/2
√
zvn(z) 得到

−v′′n(z) +
(
1

4
(A′ − ϕ′)

2
+

1

2
(A′′ − ϕ′′)

)
v′′n(z) = m2

nvn(z). (4.20)
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通过取特定的 B = Φ− A = z2 + log z，此方程可以严格求解得到本征值为

E = 4n+ 2m+ 2. (4.21)

m = 1 时有

m2
n = 4(n+ 1). (4.22)

得到 m2
n ∝ n，满足介子的 Regge 谱，结果如图 4.1所示

图 4.1 ρ 介子线性谱 [5]

软墙模型虽然在硬墙模型的基础上进行了改进，但仍有不足：模型忽略了

伸缩子场对时空度规的作用。在此基础上，人们进一步考虑了伸缩子场对度规

的影响，引入引力-伸缩子场 (Gravity-Dilaton) 的耦合系统，并加入 Maxwell 规

范场，此即 EMD(Einstein-Maxwell-Dilation) 模型，在下章中我们将对 EMD 模

型进行详细介绍。
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第 5章 EMD 模型与 QCD 相图

在之前的章节中我们简要回顾了通过自下而上方法构建的两种有效全息

QCD 模型，在本章，我们将详细介绍 EMD 模型，并利用 EMD 模型来计算边

界场论的热力学，从而探究 QCD 的相图结构。

5.1 EMD 模型

在 Einstein-Dilation 模型的基础上，EMD 模型引入了 U(1) 规范场 [49,61]，

根据全息字典，新引入的规范场对偶于磁场和化学势。这里我们考虑重子数

化学势的影响，其对应规范场的第 0 分量 At 的边界展开系数。引入规范场

Aµ = (At, Ax, Ay, Az) = (At, 0, 0, 0).

EMD 模型的 5 维作用量为

S =
1

2κ2N

∫
d5x

√
−g
[
R− 1

2
∇µϕ∇µϕ− Z(ϕ)

4
FµνF

µν − V (ϕ)

]
,

Fµν = ∇µAν −∇µAν , At = At(r), ϕ = ϕ(r).

(5.1)

其中有效牛顿常数为 κ2N = κ25 = 8πG5，g 为背景度规的行列式。ϕ 为伸缩子场

Aµ 为规范场，Fµν 为规范场 Aµ 对应的场强张量，其对偶于重子数流。伸缩子

场 ϕ 的引入打破了共形对称性（QCD 理论不具有共形对称性），规范场 Aµ 引

入了重子数。我们假设作用量中的标量场 ϕ 和规范场 At 只依赖于径向坐标 r。

V (ϕ) 和 Z(ϕ) 分别为势能函数和规范场的耦合函数，其中，V (ϕ) 描述了伸缩子

场 ϕ 间的相互作用，Z(ϕ) 耦合了伸缩子场 ϕ 和规范场 Aµ。我们取背景时空为

ds2 = −f(r)e−η(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dx2

3,

dx2
3 = dx2 + dy2 + dz2.

(5.2)

我们取 f(r) = 0 处为黑洞视界，记为 rh. 在边界处 (r → ∞)，度规满足渐进

AdS 条件，即 f(r → ∞) = r2 且 η(r → ∞) = 0. 其中，我们取 AdS 的半径为 1，
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宇宙学常数为 Λ = −6.

由模型作用量及度规可以看出，模型在以下两种变换下保持不变，

(1) t→ λtt, eη → λ2t e
η, At → λ−1

t At,

(2) r → λrr, f → λ2rf, At → λrAt.
(5.3)

这两种对称性将便于我们进行后续计算。

通过与格点数据拟合来固定模型的自由度后，我们可以得到模型的势能函

数 V (ϕ)、耦合函数 Z(ϕ) 及其余模型参数

V (ϕ) = −12 cosh [c3ϕ] +

(
6c23 −

3

2

)
ϕ2 + c4ϕ

6,

Z(ϕ) =
1

1 + c0
sech

[
c1ϕ

3
]
+

c0
1 + c0

e−c2ϕ,

c0 = 1.7877, c1 = 0.1050, c2 = 30.2054, c3 = 0.7055, c4 = 0.0038,

ϕs = 1080MeV, κ2N = (2π)1.76, b = −0.2554.

(5.4)

其中 ϕs 为场 ϕ 的 UV 展开系数，可以看作外源，b 是重整化时出现的参数。当

r → ∞ 时，背景时空会渐进近似为 AdS 时空，同时势能函数 V (ϕ)、耦合函数

Z(ϕ) 有以下渐进行为，

V (ϕ) = −12− 3

2
ϕ2 +O

(
ϕ4
)
,

Z(ϕ) = 1 +O(ϕ).

(5.5)

可见，势能函数的常数项贡献了宇宙学常数项。
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5.2 运动方程及边界展开

由前面给出的作用量可以得到以下运动方程

c∇µ∇µϕ− ∂ϕZ

4
FµνF

µν − ∂ϕV = 0,

∇ν (ZFνµ) = 0,

Rµν −
1

2
Rgµν =

1

2
∂µϕ∂νϕ+

Z

2
FµρFν

ρ+
1

2

(
−1

2
∇µϕ∇µϕ− Z

4
FµνF

µν − V

)
gµν .

(5.6)

在 At = At(r), ϕ = ϕ(r) 假设下，运动方程可以化简为

ϕ′′ +

(
f ′

f
− η′

2
+

3

r

)
ϕ′ +

∂ϕZ

2f
eηA′2

t − 1

f
∂ϕV = 0,

∂r
(
eη/2r3ZA′

t

)
= 0,

η′

r
+

1

3
ϕ2 = 0,

2

r

f ′

f
− η′

r
+
Z

3f
eηA′2

t +
2

3f
V +

4

r2
= 0.

(5.7)

上式中的 ∂ϕ 表示泛函对场 ϕ 求导，其余导数均为对径向坐标 r 求导。由 At 的

运动方程可以得到以下守恒荷

dρB
dr

= 0 with ρB =
1

2κN 2
eη/2r3ZA′

t. (5.8)

由运动方程可知求解需要 6个边界条件，视界半径 rh的定义要求 f(rh) = 0.

为了便于计算，我们令 η(r → ∞) = 0. 此外，为了使 Atdt 有良好定义，我们令

At (rh) = 0. 最后我们给定 At(rh) 和 ϕ(rh) 的边界条件，

At(r)

r

∣∣∣∣
r=rh

= ah,
ϕ(r)

r

∣∣∣∣
r=rh

= ϕh. (5.9)

其中 ah, ϕh 为待输入的参数。
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5.2.1 IR 展开（事件视界处）

在视界处 (r = rh)，边界展开为

f = f 0
h (r − rh) + . . .

η, = η0h + η1h (r − rh) + . . . ,

At = a0h (r − rh) + . . . ,

ϕ = ϕ0
h + ϕ1

h (r − rh) + . . . .

(5.10)

正如前文所提到的，在计算中我们首先令 η0h = 0, rh = 1 以简化计算，然后利用

对称性 (5.3) 将参数定回原物理参数。此外，由于高阶计算的复杂性，我们取

IR 展开取到第三阶。

5.2.2 UV 展开（AdS 边界处）

之前我们取 AdS 半径 L = 1。根据全息字典，标量场 ϕ 的共形维度为

∆ ≡ d

2
±
√
d2

4
+m2R2. (5.11)

由标量算符的共形维数为 ∆+ = 3 可以得到 m2 = −3，∆− = 1. 类似的，我们可

以得到规范场 At 的共性维数为 ∆− = 0 和 ∆+ = 2. 因此当 r → ∞ 时，各场位
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形的 UV 展开为

ϕ(r) =
1

r

[
ϕs +

ϕv

r2
− ln(r)

6r2
(
1− 6c41

)
ϕ3
s +O

(
ln(r)
r4

)]
At(r) = µB − 2κ2NρB

2r2
− 2κ2NρBc3c5ϕs

3 (1 + c3) r3
+

2κ2NρBϕ
2
s

(
(1 + c3)

2 − 6 (−1 + c3) c3c
2
5

)
48 (1 + c3)

2 r4

+
2κ2NρBc3c5 (−10c25 (1 + (−4 + c3) c3))ϕ

3
s

300 (1 + c3)
3 r5

+
2κ2NρBc3c5 ((7− 12c41)ϕ

3
s − 60ϕv)

300 (1 + c3) r5

− 2κ2NρBc3c5ϕ
3
s (−1 + 6c41) ln(r)

30 (1 + c3) r5
+O

(
ln(r)
r6

)
,

η(r) = ηh +
ϕ2
s

6r2
+

(1− 6c41)ϕ
4
s + 72ϕsϕv

144r4
− ln(r)

12r4
(
1− 6c41

)
ϕ4
s +O

(
ln(r)2
r6

)
,

f(r) = r2
[
1 +

ϕ2
s

6r2
+
fv
r4

− ln(r)
12r4

(
1− 6c41

)
ϕ4
s +O

(
ln(r)2
r6

)]
.

(5.12)

其中根据全息对偶字典，µB 是重子化学势，ρB 为对应的重子数密度，ϕs 为

源，在模型中可以看作能标。利用对称性 λt = eηh/2 可以使 η(r → ∞) = ηh = 0.

5.3 全息重整化

将上一节中的 UV 展开代入作用量 (公式 5.1) 后，可以得到作用量在边界

处的发散项为

Sdiv =
1

2κ2N

∫
r→∞

dx4
√
−h
[
−2r4 − r2ϕ2

s

6
+

1

12

(
1− 6c41

)
ϕ4
s ln[r]

]
. (5.13)

为了消除以上发散项，我们用
√
−hK,

√
−hΛ,

√
−hϕ2,

√
−hϕ4 构造抵消项。

S∂ = SGibbons-Hawking + Scounter

=
1

2κ2N

∫
r→∞

dx4
√
−h
[
2K − 6− 1

2
ϕ2 − 6c41 − 1

12
ϕ4 ln[r]− bϕ4 +

1

4
FρλF

ρλ ln[r]
]
.

(5.14)

其中 hµν 为边界上的诱导度规，K 为外曲率，b 为引入的自由参数，通过与格

点 QCD 给出的物理量 I,P, ϵ 拟合后，我们得到 b = −0.2554。重整化后的作用
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量 S(R) = S + S∂ 在 r → ∞ 边界上将不再发散。由重整化的作用量可以得到

Brown-York 能动张量

Tµν = lim
r→∞

2√
− det g

δ (S + S∂)on− shell
δgµν

=
1

2κ2N
lim
r→∞

r2
[
2 (Khµν −Kµν − 3hµν)−

(
1

2
ϕ2 +

6c41 − 1

12
ϕ4 ln[r] + bϕ4

)
hµν

−
(
FµρFν

ρ − 1

4
hµνFρλF

ρλ

)
ln[r]

]
(5.15)

5.4 热力学与稳定性

在这小节中，我们将推导并定义相关热力学量。内能 U = U(S, V,N) 由以

下系统物理量决定：广延量熵 S、体积 V、粒子数 N 及其对应的强度量温度 T、

压强 p、化学势 µ。我们取广延量的对应密度能量密度、熵密度、粒子数密度为

ϵ ≡ U/V, s ≡ S/V, ρ ≡ N/V. (5.16)

其热力学关系为

U = TS − pV + µN,

dϵ = Tds+ µdρ.
(5.17)

定义自由能 Ω(T, µ)，利用勒让德变换后得到

Ω(T, µ) ≡ ϵ− sT − µρ,

dΩ = −sdT − ρdµ.
(5.18)

由此定义可以得到

p = sT + µρ− ϵ

= −Ω.
(5.19)
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我们用温度 T 和化学势 µ 来描述相结构，相图中每一个点 (T, µ) 都对应一

对 (s, ρ)，且为了整体稳定性，(s, ρ) 的取值让该点自由能最小。同时局域稳定

性要求以下敏感性矩阵为正定的

S ≡

 −∂2Ω
∂T 2 − ∂2Ω

∂µ∂T

− ∂2Ω
∂T∂µ

−∂2Ω
∂µ2

 =

 ∂s
∂T

∂s
∂µ

∂ρ
∂T

∂ρ
∂µ

 . (5.20)

其中，敏感性矩阵中的 ∂s
∂T
跟比热的联系为

Cµ ≡ T

(
∂s

∂T

)
µ

= −T
(
∂2Ω

∂T 2

)
µ

,

Cρ ≡ T

(
∂s

∂T

)
ρ

= −T

[
∂2Ω

∂T 2
− (∂2Ω/∂T∂µ)

2

(∂2Ω/∂µ2)

]
.

(5.21)

右下的脚标 µ 指比热定义在化学势恒定的条件下，ρ 指在体积恒定的条件下。

敏感性矩阵中的 ∂ρ
∂µ
跟压缩率、夸克磁化率的联系为

κT ≡ 1

ρ2

(
∂ρ

∂µ

)
T

χ2 ≡
(
∂ρ

∂µ

)
T

= −
(
∂2Ω

∂µ2

)
T

= ρ2κT .

(5.22)

利用上述定义，敏感性矩阵 S 的行列式为

detS =
1

T
χ2Cρ. (5.23)

局域稳定性要求敏感性矩阵正定，即其行列式为正。

5.4.1 状态方程

利用之前给出的渐进展开 (公式 5.10)，我们给出边界场论的热力学量。首

先是温度与重子化学势，正如之前所说，QCD 相图由这两个物理量描述。温度

T 由背景时空中黑洞的 Hawking 温度给出，化学势 µB 由规范场 At 给出，为
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At 的领头阶展开系数。

T =

√
−g′ttgrr

′

4π

∣∣∣∣∣
r=rh

=
1

4π
f ′ (rh) e

−η(rh)/2. (5.24)

熵密度由背景时空中黑洞的视界面积给出 [62,63]

s =
2π

κ2N
r3h. (5.25)

图 5.1 零重子化学势下的能量密度、迹反常和压强与格点 QCD [6] 对比结果

其他物理量如能量密度 ϵ、压强 P 和迹反常 I 可以由能动张量 (5.15) 的分

量给出

ϵ = Ttt =
1

2κ2N

(
−3fv + ϕsϕv +

1 + 48b

48
ϕ4
s

)
,

P = Txx = Tyy = Tzz,

=
1

2κ2N

(
−fv + ϕsϕv +

3− 48b− 8c41
48

ϕ4
s

)
,

I = ϵ− 3P.

(5.26)

以上物理量与格点 QCD 比对的结果如图 5.1所示 [6]，实线为全息 QCD 模
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型给出的结果，带误差棒的点为格点 QCD 结果。

另外，声速和重子磁化率的定义为

c2s =
dP

dϵ

∣∣∣∣
µB

=

(
T

s

∂s (T, µB)

∂T

∣∣∣∣
µB

+
µB

s

∂ρB (T, µB)

∂T

∣∣∣∣
µB

)−1

,

χB =
1

T 2

dρB
dµB

∣∣∣∣
T

∼ 1

T 2

ρB
µB

.

(5.27)

需要注意的是，上式重子磁化率 χB 的近似只在重子化学势 µB 很小时成立，当

进入有限重子化学势区域时需要严格按照导数定义计算。
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图 5.2 零重子化学势下的极化率与声速与格点 QCD [6,7] 的对比结果

图 5.2为零重子化学势下的结果，根据与格点 QCD 数据比对之后我们得到

了模型需要的参数 [6,7]。进一步地，我们通过该模型预测得到有限重子化学势下

的结果，其与格点 QCD 数据的结果对比如图 5.3所示，实线为模型结果，带误

差棒的点为格点 QCD 结果 [8]。

从上图可以看出，在有限重子化学势下，除了荷密度 ρB 在 µB/T = 3, 3.5

的高温区域以外，模型给出的预言与格点 QCD 数据拟合得很好。

为了得到准确的 QCD 相图中的临界点，我们接下来计算系统的自由能。

Ω = −T
V

(S + S∂)on-shell

= lim
r→∞

[
2e−η/2r2f − e−η/2r3

√
f

(
2K − 6− 1

2
ϕ2 − 6c41 − 1

12
ϕ4 ln(r)− bϕ4

)]
=

1

2κ2N

(
fv − ϕsϕv −

3− 48b− 8c41
48

ϕ4
s

)
.

(5.28)
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图 5.3 有限重子化学势下的熵密度 s，压强 P，能量密度 ϵ，重子数密度 ρB 与

格点 QCD [8] 的对比结果
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其中，T 为黑洞背景给出的温度，体积 V =
∫
dxdydz 且 t ∈ [0, 1/T ]，

(S + S∂)on-shell 为重整后的在壳作用量，前面的符号由欧式与闵式作用量的差

异给出。这个结果满足热力学关系 P = −Ω。计算结果如图 5.4所示。

图 5.4 有限化学势下自由能随温度的变化

作为对数值结论的热力学检验，我们可以通过守恒量 Q 的构建来实现。其

中，守恒量 Q 的构建如下

Q =
1

2κ2N
r3eη/2

[
r2
(
f

r2
e−η

)′

− ZAtA
′
t

]
, (5.29)

守恒量 Q 连接了视界与边界，

Q = Ts at horizon,

Q = ϵ+ P − µBρB at boundary.
(5.30)

根据上面的关系，我们再次验证了热力学关系为

Ω = ϵ− Ts− µBρB = −P. (5.31)
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5.5 QCD 相结构

通过以上计算，我们最终得到 QCD 相图结构如图 5.5所示

图 5.5 hQCD 预言温服密度相图

其中红色点线为 χB 的极大值点得到的 crossover，黑色实线为自由能不连续

点给出的一阶相变线，两线交汇的点为临界点，即红色的点。模型给出的临界点为

Tc = 108MeV, µc = 552MeV。其他 EMD模型通过拟合 hotQCD的 LQCD数据得

到临界点为 Tc = 105MeV, µc = 555MeV [64]。深蓝色的点为来自 DSE(Schiwinger-

Dyson equation)方程 [65–70]，绿色的点来自 NJL(Nambu-Jona-Lasinio)模型 [71,72]，

浅蓝色的点来自 FRG(Functional renormalization group) [73,74]. 与其他模型得到

的临界点结果相比，Dyson-Schwinger 方法得到的点 D4 及泛函重整化群得到的

F1 与我们的模型最相近。左下的小图中，红色区域为 PHA 模型的贝叶斯预测

结果，灰色区域来自 PA 模型，由 Bayesian 分析给出，内线和外线区域分别代

表在 PA 假设下的 CEP 出现的 68% 和 95% 的置信区间。对比其他模型得到的

临界点，我们的模型是最靠近这个区域的。另外，当重子化学势 µB 继续增加到

1050MeV 左右时，黑洞解不易求解，这可能与存在色超导等其他现象有关。
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第 6章 临界指数与夸克凝聚

在这一章节中，我们将在临界点结果的基础上继续分析其附近的临界行为。

此外在已有模型基础上，我们将引入探子作用量来求解夸克凝聚等物理量，从

而得到模型的味动力学相关信息。

6.1 临界指数

临界指数是用来描述体系临界行为的关键参数之一，利用上一章中得到的

临界点和临界点附近物理量的变化趋势我们可以计算得到临界指数。系统趋近

临界点时，往往有相似的临界指数行为。我们考虑用 4 个临界指数 α, β, γ, δ 来

描述这种行为。临界指数满足以下标度关系

α + 2β + γ = 2,

α + β(1 + δ) = 2.
(6.1)

6.1.1 沿一阶相变线上的结果 β

沿一阶相变线 (µf , Tf )趋近时，此时温度低于临界温度，熵密度 s为多值函

数，µ = µf 等化学势线定出 sup 和 sdown，此时出现不连续性 ∆s = sup − sdown。

可以通过两种方法求得 ∆s，第一种方法是通过计算自由能，sup 和 sdown 对应

的自由能将相等。第二种方法是通过 Maxwell 等面积法则，由 µ = µf 线和等温

线围住的两部分面积应该相等。当越来越靠近临界点时，∆s 将趋于 0。

我们定义临界指数 β 为

∆s ∼ (Tc − T )β (6.2)

以上定义将沿一阶相变线趋近临界点。

我们画出纵坐标为 ln(∆s)，横坐标为 ln(T − Tc) 的图，β 即为线性回归
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得到的直线斜率，模型计算得到 β = 0.46934，非常接近平均场给出的结果

βMF = 1/2. 结果如图 6.1所示。

-4 -3 -2 -1 0
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-0.5

0.0

0.5

图 6.1 由一阶相变线上熵密度不连续得到的临界指数 β

6.1.2 沿临界等温线的结果 δ

由上面对临界情况的分析，在温度高于 Tc 区间，熵密度 s 为重子化学势 µ

的单值函数，在趋近临界点时，等温线下的熵密度 s 在 µ = µc 点处有发散的斜

率。在温度低于 Tc 区间，临界点附近的 sup 和 sdown 将逐渐靠近，给出 sc. 临

界指数 δ 的定义如下

s− sc ∼ |µB − µc|1/δ , (6.3)

模型给出 δ = 3.27095，结果如图 6.2所示。

6.1.3 沿一阶相变线反向延长线的结果 α、γ

由一阶相变线在临界点处的切线可以得到延长线，在实际计算中，我们用

等粒子数密度线 ρ = ρc 近似代替 [75]，粒子数密度 ρ 有着与熵密度 s 相似的多

值行为，在从低于临界温度 Tc 区间靠近临界点时，ρup 和 ρdown 最终收敛到同

一点 ρc。

42



第 6章 临界指数与夸克凝聚

-10 -8 -6 -4 -2 0

-3.5

-3.0

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

图 6.2 由等温线上的熵密度临界行为得到的临界指数 δ

临界指数 α 由以下定义得到

Cρ ≡ T

(
∂s

∂T

)
ρ

= −T

[
∂2f

∂T 2
− (∂2f/∂T∂µ)

2

(∂2f/∂µ2)

]
∼ |T − Tc|−α . (6.4)

模型给出 α = 1.9739 × 10−7(1603)，这代表 Cρ 在临界点处没有发散行为。

结果如图 6.3所示。
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图 6.3 由一阶相变线切线延长线上的临界行为得到的临界指数 α
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最后，同延长线的临界指数 γ 由重子磁化率 χ2 给出，定义如下

χ2 ∼ |T − Tc|−γ (6.5)

沿着一阶相变线切线延长线，模型计算得到 γ = 1.0159(62)，如图 6.4所示

-3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5
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图 6.4 由一阶相变线切线延长线上的临界行为得到的临界指数 γ

6.1.4 总结

模型最终得到的结果满足临界指数必须满足的标度率，表 6.1给出了我们的

结果 (ours) 与实验、3D 伊辛模型、平均场模型与 DGR 模型的结果的对比。可

以看出我们的模型的临界指数满足 scaling 关系（公式 6.1），且与平均场的结果

最接近。

表 6.1 临界指数

Experiment 3D Ising Mean field DGR model Ours
α 0.110− 0.116 0.110(5) 0 0 1.9739×10−7(1603)
β 0.316− 0.327 0.325± 0.0015 1/2 0.482 0.5098(67)
γ 1.23− 1.25 1.2405± 0.0015 1 0.942 1.0159(62)
δ 4.6− 4.9 4.82(4) 3 3.035 3.0399(843)
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6.2 夸克凝聚

6.2.1 与 BMW 组的格点结果对比

接下来我们考虑味道的动力学和胶子凝聚。类似 KKSS 模型 [5]，在原有模

型的基础上，我们引入探子作用量来计算得到手征凝聚和胶子凝聚。考虑 (2+1)

味的探子作用量

SXq =
1

2κ2N

∫
d5x

√
−gZq(ϕ)

[
−1

2
∇µXq∇µXq − V (Xq)

]
,

Zq(ϕ) = a1e
aqϕ2

, V (Xq) = −3

2
X2

q + a0X
4
q .

(6.6)

其中 q = l(u, d)代表轻夸克，q = s代表 s夸克，且夸克质量满足mu = md < ms。

根据全息字典，场 Xq 对偶于边界手征算子 ψ̄qψq，其共形维度 ∆c = 3。与格

点 QCD 数据拟合后可以得到耦合函数和势能函数的参数值为 a0 = 13, a1 =

2.76, al = 0.58, as = 0.8.

对场 Xq 变分得到运动方程

X ′′
q +

(
f ′

f
− η′

2
+

3

r

)
X ′

q +
∂ϕZqX

′
qϕ

′

Zq

− 1

f
∂XqV = 0. (6.7)

由全息字典，场 Xq 在 UV 边界上的展开为

Xq(r) =
mq

r
+ · · ·+ σq

r3
+ . . . . (6.8)

我们取 ml = 5.1MeV,ms = 102MeV，轻夸克和 s 夸克的质量比值满足 ms/ml =

20.

为了让作用量不在边界有发散行为，类似之前的全息重整化过程，代入边

界展开到作用量中并对径向坐标积分后可得发散项为

SXq , div =
1

2κ2N

∫
r→∞

√
−h
[
− a1
3κ2N

m2
q

(
−3r2

2
+
(
9a0m

2
q + ϕ2

s − 6aqϕ
2
s

)
log[r]

)]
.

(6.9)
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我们利用
√
−hX2

q ,
√
−hX4

q ,
√
−hX2

qϕ
2 来构造边界抵消项

SXq ,∂ =
1

2κ2N

∫
r→∞

dx4
√
−h
[
−1

2
a1X

2
q + a1a0X

4
q ln r + a1 (1− 6aq)

6
X2

qϕ
2 ln r

]
.

(6.10)

根据全息字典，手征凝聚可以由重整后的在壳作用量计算得到

⟨ψ̄ψ⟩q,T =
δSren

Xq

δmq

=
a1
2κ2N

[
2σq + 2a0m

3
q +

1

4
mqϕ

2
s

]
. (6.11)

其中，Sren
Xq

≡ SXq + SXq ,∂. 根据上面的结果以及 BMW 组的正规化方案，我们可

以计算得到重整后的手征凝聚为

⟨ψ̄ψ⟩R = −
[
⟨ψ̄ψ⟩l,T − ⟨ψ̄ψ⟩l,0

] ml

X4
� l = u, d. (6.12)

其中，X 为有着质量量纲的任意常数，由于夸克质量不为 0，我们可以取

X = mπ = 135MeV. 这里的 ⟨ψ̄ψ⟩l,0 可以通过两种途径得到，一种方案是当作自

由参数，另一种方案是取低温时的 ⟨ψ̄ψ⟩l,T 的值。经计算后我们发现两种途径都

给出了相同的结果，为了计算简便，我们采取后者。计算结果如图 6.5所示。
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图 6.5 重整化后的手征凝聚 ⟨ψ̄ψ⟩R 与 ∆l,s

另外还可以得到手征凝聚 ∆l,s,

∆l,s =
⟨ψ̄ψ⟩l,T − ml

ms
⟨ψ̄ψ⟩s,T

⟨ψ̄ψ⟩l,0 − ml

ms
⟨ψ̄ψ⟩s,0

l = u, d. (6.13)
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计算结果如图 6.5所示，图中的点来自格点，灰色区域为取连续极限的格点数

据 [76]。进一步利用模型计算得到有限重子化学势下的手征凝聚，结果如图 6.6所

示。
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图 6.6 有限重子化学势下重整化后的手征凝聚 ⟨ψ̄ψ⟩R 和 ∆l,s

6.2.2 与 hotQCD 组的格点结果对比

为了进一步验证我们模型的有效性，我们也考虑了 hotQCD 组给出的

BMW 组尚未计算的夸克凝聚、胶子凝聚的结果。探子作用量、耦合函数、势能

函数与上一节中的公式 6.6相同，参数取

a0 = 30, a1 = 2.93, al = 0.62, as = 1.227. (6.14)

另外，我们取 ml = 4.6MeV,ms = 92MeV，轻夸克和 s 夸克的质量比值仍然满

足 ms/ml = 20.

HotQCD 组定义的重整后的手征凝聚为 [77]

∆R
q = d̂+ 2msr

4
1

[
⟨ψ̄ψ⟩q,T − ⟨ψ̄ψ⟩q,0

]
,

d̂ = 0.0232244, r1 = 0.3106fm.
(6.15)

类似之前的做法，我们取足够低温下的 ⟨ψ̄ψ⟩q,T 值作为 ⟨ψ̄ψ⟩q,0，即 ⟨ψ̄ψ⟩l,0 =

1.81 × 107, ⟨ψ̄ψ⟩s,0 = −1.033 × 108. 结果如图 6.7所示，图中带误差棒的点来自

格点 [78]。
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图 6.7 轻夸克 (l=u, d) 和 s 夸克的重整化后的手征凝聚 ∆R
q

另外，夸克凝聚的定义如下 [79]

⟨l̄l⟩T
⟨0|l̄l|0⟩

= 1− d̂−∆R
l (T )

d̂−∆R
l (∞)

,
⟨s̄s⟩T
⟨0|s̄s|0⟩

= 1 +
d̂−∆R

s (T )

2msr41⟨0|s̄s|0⟩
. (6.16)

其中，我们取跟 hotQCD 格点结果相同的参数，即 ⟨l̄l⟩0 ≡ ⟨0|l̄l|0⟩ =

−[272(5)MeV]3, ⟨0|s̄s|0⟩ = −[296(11)MeV]3, ∆R
l (∞) ≈ ∆R

l (300MeV) = −0.002.

结果与格点的对比如图 6.8所示 [78]。
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图 6.8 轻夸克凝聚 ⟨l̄l⟩T/⟨0|l̄l|0⟩ 和 s 夸克凝聚 ⟨s̄s⟩T/⟨0|s̄s|0⟩

利用之前计算得到的结果，我们可以进一步得到胶子凝聚 [80,81]

δ

〈
β(g)

2g
G2

〉
T

= θ(T )− m̂uδ⟨ūu⟩T − m̂dδ⟨d̄d⟩T − m̂sδ⟨s̄s⟩T . (6.17)

这里的 δf(T ) = f(T )− f(0)，θ(T ) 为上一章中计算得到的迹反常依赖于温度的
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函数，我们取 β 函数到第四阶 [82]。

β(g)

2g
= −

(
2πβ0αs + 8π2β1α

2
s + 32π3β2α

3
s + 128π4β3α

4
s

)
. (6.18)

其中，

β0 =
1

(4π)2

(
11− 2

3
Nf

)
, β1 =

1

(4π)4

(
102− 38

3
Nf

)
,

β2 =
1

(4π)6

(
2857

2
− 5033

18
Nf +

325

54
N2

f

)
,

β3 =
1

(4π)8

[
149753

6
+ 3564ζ3 −

(
1078361

162
+

6508

27

)
Nf

+

(
50065

162
+

6472

81
ζ3

)
N2

f +
1093

729
N3

f

]
(6.19)

对于 (2+1) 味的系统，取 Nf = 3. 耦合常数 αs 随能标跑动的行为为 [83]

αs(µ) =
1

4πβ0Lµ

[
1− β1

β2
0Lµ

ln (Lµ) +
β2
1

β4
0L

2

(
ln2 (Lµ)− ln (Lµ)− 1 +

β0β2
β2
1

)
−

β3
1

β6
0L

3
µ

(
ln3 (Lµ)−

5

2
ln2 (Lµ)−

(
2− 3β0β2

β2
1

)
ln (Lµ) +

1

2
− β2

0β3
2β3

1

)]
,

Lµ = ln
(
µ2/Λ2

QCD

)
.

(6.20)

其中，我们把 µ/ΛQCD 看作温度，这样就可以将耦合常数对能标 µ 的依赖转换

为对温度的依赖。跑动的夸克质量为 [84]

m̂q(µ) = m̄q

(
αs(µ)

π

)γ0/(4π2β0)
[
1 + A1

(
αs(µ)

π

)
+

(A2
1 + A2)

2

(
αs(µ)

π

)2

+
1

3

(
1

2
A3

1 +
3

2
A1A2 + A3

)(
αs(µ)

π

)3
]
.

(6.21)
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其中

A1 =− β1γ0
β2
0

+
γ1

(2π)2β0
,

A2 =(2π)2
γ0
β2
0

(
β2
1

β0
− β2

)
− β1γ1

β2
0

+
γ2

(2π)2β0
,

A3 =(2π)4
[
β1β2
β0

− β1
β0

(
β2
1

β0
− β2

)
− β3

]
γ0
β2
0

+(2π)2
γ1
β2
0

(
β2
1

β0
− β2

)
− β1γ2

β2
0

+
γ3

(2π)2β0
,

γ0 =1, γ1 =
1

16

(
202

3
− 20

9
Nf

)
,

γ2 =
1

64

[
1249−

(
2216

27
+

160

3
ζ3

)
Nf −

140

81
N2

f

]
,

γ3 =
1

256

[
4603055

162
+

135680

27
ζ3 − 8800ζ5

+

(
−91723

27
− 34192

9
ζ3 + 880ζ4 +

18400

9
ζ5

)
Nf

+

(
5242

243
+

800

9
ζ3 −

160

3
ζ4

)
N2

f +

(
−332

243
+

64

27
ζ3

)
N3

f

]
.

(6.22)

这里的 ζ3, ζ4, ζ5 分别为 3 阶、4 阶、5 阶黎曼函数，m̄q 为可调的自由参数，

我们仍然选择保持 m̄s/m̄l = 20 关系，最终模型的参数设置为 m̄l = 16MeV,

m̄s = 320MeV. 我们得到胶子凝聚如图 6.9所示，红色点线为我们的全息 QCD

模型计算结果，红色区域、蓝色实线和绿色实线分别为格点给出的胶子凝聚、轻

夸克对胶子凝聚的贡献和 s 夸克对胶子凝聚的贡献 [78]。

另外，我们进一步利用探子模型计算有限重子化学势下手征凝聚，结

果如图 6.10所示。从图中可以看出，在温度为 100MeV 左右、重子化学势为

552MeV 以上时，手征凝聚出现多值行为，这标志着此时发生了一阶相变，而随

着重子化学势的降低，多值行为消失，相变转变为 crossover，这里给出的临界

点与上一章中我们求解背景时空的作用量得到的临界点相同。这里出现跟之前

相同的相变的原因在于，引入探子作用量时，我们忽略了探子对背景时空的反

作用，如果能够重新考虑到这种反作用。有限重子化学势下的手征凝聚能够给

出更多非平凡的行为和信息。

从目前的结果可以看出，我们的模型与格点给出的结果都拟合得很好，模
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图 6.9 胶子凝聚结果及其中夸克凝聚的贡献
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图 6.10 有限重子化学势下的轻夸克和 s 夸克凝聚的重整化后的手征凝聚
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型可靠地描述了 QCD 中的味动力学，这些结果进一步地证明了我们模型的有

效性与泛用性。
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第 7章 结论与展望

在本研究中，我们通过全息对偶原理自下而上地建立了一个全息 QCD 模

型，研究了有限化学势下的热力学、相图结构中临界点的位置、临界指数以及

夸克凝聚、胶子凝聚等描述 QCD 热力学、味动力学的物理量。在基于 EMD 模

型给出作用量后，我们对作用量进行全息重整化，并利用场论的热力学关系及

规范/场论对偶对重整化后的作用量微分得到各种物理量。进一步，我们通过将

得到的物理量与 BMW 组的 LQCD 结果对比确定模型参数后，利用运动方程数

值求解黑洞得到有限温度、有限密度下的热力学，并利用一阶相变时自由能的

多值行为得到临界点的位置。

在已知临界点准确位置和有限化学势下的热力学量结果基础上，我们进一

步研究临界行为，计算得到了 4 个临界指数的值，发现结果满足标度关系并与

平均场模型高度符合。

此外，我们还研究了模型的手征动力学。通过引入探子作用量计算得到了

手征凝聚与温度和化学势的变化关系，我们的结果定量上可以与 BMW 组的

LQCD 的零化学势结果定性拟合。另外我们还与 HotQCD 组的轻夸克凝聚、s

夸克凝聚与胶子凝聚的 LQCD 相对比，这进一步证明了我们的模型的可靠性，。

综上，我们的研究结果表明，该模型在具有高度可靠性的基础上，可以很

好地预言 QCD 相变过程及临界行为，并且能够为夸克凝聚等重要物理现象提

供一定的解释。

基于目前的模型，未来还可以继续加入其他因素以探索其对 QCD 相图结

构的影响，例如奇异数、磁场的影响，这可以通过额外添加规范场来实现，新

加入的场将拓展我们对 QCD 相结构的理解。

另外，考虑到作用量中的势能函数与耦合函数的参数空间巨大，并且以后

引入更多规范场将引入更多参数，为了解决这个问题，未来可以引入机器学

习等方法，基于神经网络解 ODE(Neural Ordinary Differential Equation, Neural

ODE) 的思想，用神经网络重构运动方程，并将与 LQCD 数据的差距作为损失

函数，通过优化器使损失函数下降到最小值，此时的势能函数、耦合函数即为
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最优的模型。

其次还可以可以考虑味动力学对背景时空的反作用，这将给出更准确的手

征动力学。另外还可以考虑动力学过程中通过重新考虑运动方程对时间的依赖，

在给定“源”下，研究系统从非平衡态到平衡态的动力学演化过程，此过程即

对应加速器对撞中的动力学演化过程。
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