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iv 前言

前言

此讲义是在盛茂在 2020 年秋季《解析几何》课讲稿基础上逐渐完善的。在
2021 年秋季《几何学基础》授课中，原讲义又得到进一步的修订。该讲义也曾在
2021年夏季在清华大学丘成桐数学夏令营以英文授课方式讲过。讲课思路是按照
盛茂与王作勤提出的《几何学基础》教纲开展的。教纲中原计划的几何与应用一

章尚未编写。后期会按照原计划完备此书。按照原课程设置，《解析几何》其主要

功能是作为《线性代数》的先修课程。其不少内容在中学几何中已为同学们所熟

知。因此，该课在教学实践中经常面临线性代数内容教多教少的两难问题。根据

新的教改精神，通过与陈发来老师，陈卿老师，程艺老师，及多位年青同事的交

流和探讨，我们逐步形成了对《解析几何》的一个初步教改方案。此为《几何学

基础》的教纲来源。我们将侧重点从《解析几何》比较注重计算的一面转向比较

注重概念的几何素养一面。该讲义围绕“几何是什么”展开。从历史的观点，从

人的直觉经验出发，使用同学们熟悉的中学数学语言，一步一步引领大家理解几

何是什么。在教学上，我们注重与代数学入门课程《代数学基础》在内容上的配

合与协调；我们以尽可能自然的方式将矩阵（作为数的一种自然推广）引出，为

学生系统学习《线性代数》提供充分动机；我们也逐一将其他几何学相关课程的

线头埋下。由于自身学术水平限制，教学经验不足，编写仓促，以及一些其它不

利因素，导致该讲义上的诸多缺陷。遇到同学们抱怨讲义的时候，我们总是以伽

罗华在 1831 年 6 月 16 号在法庭上的辩词为自己辩护：“我们是孩子，但是我们
精力充沛，勇往直前... ...”（笑）。最后，我们感谢学生们，你们的收获是我们写
这本讲义的动力源泉。



第一章 几何与公理化

几何学是一门非常古老的学问。出于人类实际生活的需要和好奇心，人民对

生活中见到的物体进行比较和测量。在古埃及，由于尼罗河定期的泛滥，河水经

常冲走已经划好的土地。所以，国王需要派人去调查，并通过测量确定准确的损

失程度，这就会产生诸多几何问题。典型的比如：

c

a

b

h

a

b

c

r

已知长度求面积：长度是容易测量的，带着绳子即可。几何学的起源也与一

些脱离生产者（比如祭司等神职人员）致力于设计庙宇，金字塔等等新的几何物

体有密切关系。几何学的起源与发展与数论的起源与发展紧密联系。比如：

数：

1 2 3

平方数 (square)：

1
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12 22 32

立方数 (cubic)：

13 23 33

《几何原本》由欧几里得在大约公元前 3 世纪完成，开启了希腊数学的黄金
时代。这是一本承上启下的书。我们先讲讲《几何原本》之前一些古希腊数学的

著名人物。它们的学问对《几何原本》的形成有着重大影响。

几何学经过在古埃及和古巴比伦的发展后，于公元前 8 世纪左右进入了古希
腊。数学（包括几何学）在古希腊得到迅猛地发展。与古埃及、古巴比伦时期的

功利主义不同，古希腊时期的科学（包括数学）根植于高度的好奇心，对自然法

则认知的渴望。比如用尺规作图，化圆为方，立体角倍方（给定立方体，尺规作

图出另一立方体其体积是原来的两倍，注意正方形倍方是容易的），三等分角，是

当时的三大著名难题，这种精神与我们中国传统文化中的实用主义相悖。举个例

子：《九章算术》作者刘徽（225-295）利用割圆术（正 n 边形逼近圆）得出 π 的

值介于 3.1415926 与 3.1415927 之间。但中国古代数学家从未得出 π 是无理数的

结论，即无论如何精确地用有理数取表达 π，都只能是近似的。π 值的精确度，更

多地是一个计算耐力的问题，而不是理论洞见的问题。这是一个典型的技术与科

学的区别。在工业革命时期，瓦特的蒸汽机车和牛顿的三大力学定律与万有引力

理论也有着类似的比较。

泰勒斯（公元前 624-公元前 548）有名言：首要问题不是我们知道什么，而
是如何知道。他为几何学引进逻辑推理做出了重要贡献。比如：在古巴比伦时期

已经知道下面的泰勒斯定理：

定理 1.0.1 半圆的内接角是直角
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据说，泰勒斯还测量了金字塔的高度。他的方法是垂直一根棍子，在它的影

子和它的长度相等的一刻，测量金字塔影子的长度。泰勒斯被称为第一位数学家。

毕达哥拉斯（公元前 570-公元前 495）建立了毕达哥拉斯学派。其格言是：“万
物皆数。”他们认为“一切可知的事物都有数字；因为，如果没有数字，任何事物

都不可能被构想，也不可能被理解。”

定理 1.0.2 毕达哥拉斯定理：直角三角形三边有平方和关系：c2 = a2 + b2。

图 1.1: 毕达哥拉斯定理

在《周髀算经》上有勾三股四弦五的记载。在中国，毕氏定理被称为勾股定

理。

黄金分割：

图 1.2: 黄金分割
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注记 1.0.1 黄金分割的最大特性是其自相似性：

A0 A1
A2A3

取 A2 使得
A0A1

A0A2

=
A0A2

A2A1

取 A3 使得

A0A3 = A2A1

则有
A0A2

A0A3

=
A0A3

A3A2

如此往复。

柏拉图（公元前 427-公元前 347）在雅典建立了一个学校，其大门写着：“不
懂几何者不得入内。”

柏拉图多面体：有且仅有五个正多面体。它们是正四面体，立方体，正八面

体，正十二面体和正二十面体。

柏拉图与其老师苏格拉底不同，他特别推崇数学。他的学校培养出他的时代

最为优秀的老师和研究者，其中包括欧多克索斯和亚里士多德。

希帕索斯（公元前 395-公元前 342）。毕达哥拉斯学派有一个著名的“可公度
性的普遍存在”：任意两个线段其长度一定是某一线段的整数倍。即任给长度为

a, b 的线段，则存在长度为 c 的线段使得存在整数 m,n 满足

a = mc

b = nc

希帕索斯的发现：

（1）辗转丈量法求 c。

不妨设 a > b，不然 a = b，则令 c = a，则有 a = n1b+ a1，其中 n1 是整数，

0 ≤ a1 < b。若 a1 = 0，则令 c = b。

不然我们将 (a, b) 换成 (b, a1)，重复上述操作，得 b = n2a1 + b1，n2 为整数，

0 ≤ b1 < a1。若 b1 = 0，则令 c = a1，有

b = n2c

a = n1b+ a1 = (n1n2 + 1)c
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若 b1 6= 0，则 a > b > a1 > b1，对 (a1, b1) 重复上述操作（辗转丈量），一直到某

an = 0 或 bn = 0。假定存在 c 使得 a = mc，b = nc，m，n 整，且 a > b，得到

严格递降数列

m > n > m1 > n1 > · · ·

其中 mk，nk 是正整数，那么必然得到 mk = 0 或 nk = 0 对充分大的 k 成立。

注记 1.0.2 辗转丈量法为欧几里得计算两整数的最大公约数的欧几里得辗
转相除法的几何等价形式。

但问题是：数列

a > b > a1 > b1 > · · ·

一定会终止于 0 吗？
(2) 不可公度性的发现。

图 1.3: 不可公度性

命题 1.0.3 B1B2 = B1A2

证明.

α+ β + γ = π

2α− β = 0

α+ γ =
3

5
π

⇒ α =
π

5
, β =

2π

5
= γ
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所以，∆A2B1B2 是等腰三角形，证毕 �
断言 ⇒ a− b = B1C2 −B1B2 = B1C2 −B1A2 = A2C2 = a1。延长 C1C2 线

至 C3 使得 C2C3 = C2A2 = a1，延长 B1B2 线至 B2 使得 B2B3 = a2。不难看出

A2B2B3C3C2 是以 a3 为边长的正五边形。

由上述论证可得

b− a1 = B2C2 −B2B3 = B2C3 −B2B3

= B2C3 −B2A3

= A2C3 = b1

而 A3C3 为正五边形 A3B2B4C4C3 的一边。但正五边形以此作图可以不断进行下

去！这说明序列 a > b > a1 > b1 > · · · 是永远不会停下来的。结合（1），线段 a

和 b，即正五边形的对角和边长是不可公度的。

注记 1.0.3 阿基米德的注记：
注意到线段 a, b 可公度的本质问题是 a : b 是否为有理数。历史上，阿基米

德证明
√
2 不是有理数。

A B

CD

1

1

1

1 √
2

√
2 是指 BD 的长度，若假定 AB = AD 长度为 1，即

(BD)2 = (AB)2 + (AD)2∥∥
(
√
2)2 = 12 + 12 = 2

所以，阿基米德证明了正四边形的对角线与边长不可公度。
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欧多克索斯（公元前 395-公元前 342）。由于希帕索斯的发现，毕达哥拉斯学
派建立起来的几何大厦在根本上出现了问题。因为他们得到的很多命题是假定了

“可公度性的普适性”的。比如矩形面积：边长 a, b 的矩形面积 S□ab = a · b。

注记 1.0.4 矩形面积公式的本质意义是：

S□ab : S□cc = (b : c) · (a : c)

欧多克索斯创立了逼近法，重建了毕氏定量几何的基础。欧多克索斯的方法

启发阿基米德计算出球面面积和球体体积。这是积分学的雏形。

《几何原本》：《几何原本》的作者欧几里得生平不详，大约活动在托勒密一世

（公元前 306-公元前 283）。欧几里得曾对国王托勒密说过：不存在通向几何学的
王室大道。可见，几何学在欧几里得心中是普适的。它不因人而异，这也是科学

的特征。事实上，《几何原本》的公理化体系对科学思维的影响是巨大的，牛顿的

巨著《自然哲学的数学原理》就是按照《几何原本》的公理化体系而写。

《几何原本》共十三卷，前一到六卷平面几何，七到九卷数论，第十卷数与几

何混合的内容（包括形如 a±
√
b,
√
a±
√
b 等数的几何分类）这是一种对不可公

度性（即无理数）的继续探索。第十一到第十三卷立体几何。

《几何原本》的一些特点：

(a) 定义，公设与公理
在第一卷中，开篇就引入了 23 个定义，比如“点没有组成部分”，“线只有长

度没有宽度”，“面只有长度和宽度”等等，紧接着这些定义，欧几里得列了 5 个
公设与 5 个公理。
公设：

1. 由任意一点到另外任意一点可作直线。
2. 一条有限直线可以继续延长。
3. 以任一点为圆心，任一距离为半径可作圆。
4. 所有直角相等。
5. 若一直线与两直线相交，且若同侧所交两内角之和小于两直角，则两直线

无限延长后必相交于该侧的一点。

公理：

1. 与同一量相等的量彼此相等。
2. 等量加等量，其和仍相等。
3. 等量减等量，其差仍相等。
4. 彼此能重合的物是全等的。
5. 整体大于部分。
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欧几里得将其后的命题的证明都归结于定义、公设和公理。虽然用现代数学

的观点看，欧几里得的证明并非“完全严格”，但是，在欧几里得那个时代，这是严

格的。更为周到、细致、严密的表述，要在希尔伯特的《几何学基础》（1898-1902）
相关工作中出现。欧几里得在《几何原本》中所展现的“定义 → 假设 → 命题”
的几何学逻辑体系是人类理性思维的光辉。

(b) 几何与代数的统一性
《几何原本》不仅仅是包含几何学的内容，第 2 卷，第 5 卷，第 7、8、9 卷

都是关于代数的内容。比如著名的“欧几里得算法”，“有无穷多个素数”均出现

在该书中，让我们复习一下在第 9 卷中的

定理 1.0.4 素数有无穷多个，

首先素数是指一个正整数，它只能被 1 和它自身（它自身 6= 1）整除。一个

正整数如果不是素数，则称为合数。

证明. 用反证法。我们假定 p1, · · · , pn 为所有的素数。
我们考察正整数 N = p1 · · · pn + 1。因为 N > pi 对任意的 i，所有 N 是一

个合数，因此 N 由不同于 1 和自身的因子（即该正整数可以整除 N），我们记之

为 p。因为 p 必为某个 pi，所以 p 必将整除

1 = N − p1 · · · pn

但这是不可能的。故命题为假，存在无穷多个素数，证毕。 �
几何与代数的统一性其实已经表现在“可公度性”与“不可公度性”的讨论

中。事实上，无理数（例如
√
2）的发现是代数学的里程碑事件。用现代的话来

说：有理系数方程 x2 − 2 = 0 在有理数域中无解，从而产生有理数域的扩张，新

的“数”产生了。

在《几何原本》中，数的乘法是用矩形面积来理解的。加法分配率

(a+ b) · c = a · c+ b · c

则变成《几何原本》中如下命题：

命题 1.0.5 如果矩形的一边被截成几段，那么原先矩形的面积是各个小段和
未截线段构成的矩形面积之和。

几何与代数的统一性在现代代数几何学科中得到充分体现。但这只是数学统

一性的一个特例。

解析几何：笛卡尔（1596-1650）在其哲学著作《方法论》的附录里包含一篇
《几何学》。该篇论文通常被认为是解析几何学的开端。笛卡尔把几何作图问题与
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图 1.4: 加法分配率

代数方程求解联系起来。同时他讨论了代数与几何的优劣。他认为几何太过严重

地依赖于图示，以致毫无必要使人的想象力疲劳不堪。但同时也指出代数是混乱

和含糊的艺术，使人的头脑陷入困惑。因此，他认为（1）通过代数过程把几何从
图示的使用中解放出来；（2）通过几何解释赋予代数运算意义。具体地，笛卡尔在
《几何学》中的过程就是从一个几何问题开始，把它转变为代数方程的语言，然后

尽可能地简化这个方程，用几何的办法解出这个方程。与笛卡尔不同，同时代的

费马（1601-1665）更着重于不定方程解法的图示。费马所著的《轨迹导论》广泛
使用直角坐标系，他的解析几何更接近于我们中学学的解析几何。费马在笛卡尔

的《几何学》出版的一年之前，就有如下的陈述：

每当最终方程中的两个未知量被求出的时候，我们就有了一条轨迹，该轨迹

描述了一条线，直线或曲线。

非欧几何：《几何原本》中的第 5 条公设等价于如下的
平行公设：过直线外一点，存在唯一的直线过该点且平行于给定直线。

该公设也等价于命题：任意三角形其内角和为两直角之和。在非欧几何产生

之前，几何学家们致力于证明平行公设是其他公设的推论。当然非欧几何的存在

说明这样的努力是徒劳的。值得一提的是，与欧拉同时代的亦为数学家郎伯（1728-
1777），他也许是最接近于发现真相，却实际上未发现非欧几何的人。他曾经写道：
欧几里得的公设证明可以发展到这样一种程度，即表面上是只剩下了一点微不足

道的东西，但仔细分析表明，在这点微不足道的东西里面，潜藏着问题症结。通

常，它要么包含了那个正在证明的命题，要么包含了一个相当于这个命题的假设。

郎伯还是最早证明 π 是无理数的数学家。

非欧几何的发现一般归功于三人：罗巴切夫斯基（1793-1856），波约（1802-
1860）和高斯（1777-1855）。高斯应该是第一个清楚明白证明平行公设是徒劳的。
但他毕生未公开发表过或支持过这样的观点。高斯于 1825,1827 年发表经典著作
《曲面的一般研究》。在该著作中，高斯曲率被第一次引入并加以研究。高斯证明

了高斯曲率仅与曲面上的度量性质有关，而与曲面的形状无关（比如平面与圆柱
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面度量性质相同，但形状不同），并指出了研究仅仅与度量相关的新几何的可能性

罗巴切夫斯基被视为“几何学的哥白尼”。他在 1829 年发表了论文《论几何
学原理》，公布了一种新的几何学，其赖以建立的基础，是一个与平行公设背道

而驰的假设：过直线 AB 外一点 C 可以作一条以上的直线不与 AB 相交。用这

个新的公设，他推导出了一个和谐的几何结构，没有任何内在的逻辑矛盾。罗巴

切夫斯基完全认识到了他发现的新几何具有重要意义。他为此先后写了三部专著，

详尽地介绍新几何。

波约与其父亲都毕生致力于平行公设的研究。他在其父亲于 1832 年正式出
版非一本书《试论》的附录里发表了《绝对空间的科学》的论文。波约的绝对空

间几何学就是在欧式几何的公理体系中除去了平行公设。他精辟地分析了绝对几

何学的公理体系的逻辑推论，建立起一系列深刻的定理，它们对于欧式几何与非

欧几何同样成立。

罗巴切夫斯基与波约的工作在它们生前并没有被人们所重视，直到后来 1866
年贝尔特拉米发表论文《非欧几何解释的尝试》，证明了非欧平面几何实现于普通

欧式空间中，作为某负常数高斯曲率的内蕴几何存在，非欧几何才慢慢为几何学

家所接受。

图 1.5: 阿波罗尼奥斯的《圆锥曲线论》

射影几何：射影几何的形成也许最早可以追溯到古希腊时期对圆锥曲线的研

究。其中出名的著作有阿波罗尼奥斯的《圆锥曲线论》。射影几何的先驱是与笛卡

尔、费马同时代的德扎格（1591-1661）。他本人的职业是一位建筑师和军事工程
师，但他有着非凡的想象力。受文艺复兴时期一书中的透视画法的启发，他写下

著作《试图处理一个圆锥曲线与一个平面相交之结果的草稿》。其基本结果就是
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通过射影的方法统一地处理圆锥曲线，使貌似不同种类的圆锥曲线合而为一。德

扎格的弟子帕斯卡（1623-1662）可惜未有把德扎格的理论发扬光大，因为他过早
地放弃了数学，而改投到神学。

射影几何的奠基者是彭斯莱（1788-1867），和沙费力（1798-1880）。彭斯莱使
用德扎格的中心投影和无穷远点的概念来建立复射影平面的概念。他还发现了对

偶性原理。该原理具有广泛的几何意义。它的一个具体形式是平面几何的一些命

题把点和线这两个词互换，命题仍然成立，如

一个六边形，它的六个顶点落在（或六条边相切于）某一圆锥曲线上，当且

仅当它的三对相对的边（或顶点）所共有的三个点（三条线）共于一条线（一个

点）。

沙勒接续了彭斯莱的工作，强调交比及其在射影变换下不变性在射影几何中

的重要性；他开创了枚举几何学的研究，后来该方向的研究成为代数几何学的一

个分支。

射影几何的发展与壮大也需要归功于普吕克（1801-1868）及他的学生克莱因
（1849-1925）。普吕克引入了齐次坐标系，利用齐次坐标系，对偶原理由代数形式
上的对称性清楚显示：

ax+ by + cz = 0

把 (a, b, c) 看成系数，则上述方程表达射影平面中的一条直线，把 (a, b, c) 看成变

量，则上述方程表达所有过 (a, b, c) 这一点的直线。而对偶原理恰恰把射影平面

中的一条直线与对偶射影平面中的过一点的所有直线对应起来。

克莱因用代数学中群的概念理解几何，提出了著名的爱尔兰根纲领。这个纲

领把几何学描述为研究那些在某个特定变换群之下亦然保持不变的图形的性质。

例如，欧氏平面几何研究的是在刚体变换群之下保持不变的性质，比如长度、角

度、面积。而比欧氏几何更为一般的几何为射影几何，因为射影几何研究在射影

变换下不变的性质而射影变换群包含刚体变换群，是一个更大的变换群。那么，在

射影几何中，长度和面积等几何量不再保持不变。但比如代数曲线的次数，四个

点形成的交比仍然保持不变。简言之，克莱因认为几何学就是研究图形在某类变

换下不变的几何性质。因为克莱因的观点，射影几何倍明确地定义出来。

黎曼几何：黎曼几何以黎曼（1826-1866）的论文《论几何学基础的假设》而
诞生。在该论文中，他提出了流形的概念，认为几何学中最重要的发展是求出无

穷靠近的任意两点之间的距离的法则。黎曼的几何学是更加一般意义上的非欧几

何学，使罗巴切夫斯基，波约的非欧几何学成为特例。黎曼几何学后来称为爱因

斯坦广义相对论的数学基础，黎曼的几何学观点在对宇宙的研究中得到了体现。

代数几何与拓扑学是形成较晚的几何学分支，在此我们暂时先不叙述。
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希尔伯特的几何学公理体系: 建立几何学公理体系的实质就是要把我们的空
间直观加以逻辑的分析。希尔伯特（1862-1943）在其著名的工作《几何学基础》
一书中，把几何原本中的定义，公设和公理加以精选，补充和逻辑加工，建立了

一个完善的公理系统，使得《几何原本》中的缺点全部得到修正，从而使欧氏几

何获得了牢固的基础。

希尔伯特公理体系分以下五组（点用 A,B,C, ...表示，直线用 a, b, c, ...表示，

平面用 α, β, γ, ... 表示：

(I) 关联公理
（I1）对于两点 A 和 B，恒有以直线 a，它同 A 和 B 相关联。

（I2）对于两点 A 和 B，至多有一直线，它同 A 和 B 相关联。

（I3）一直线上恒至少有两点，至少有三点不在同一直线上。
（I4）对于不在同一直线上的任意三点 A，B 和 C，恒有以平面 α，它同 A，

B 和 C 这三点的每一点相关联。对于任一平面，恒有一点同这平面相关联。

（I5）对于不在同意直线上的三点 A，B，C，至多有一平面，它同 A，B，C

这三点的每一点相关联。

（I6）若一直线 a 的两点 A 和 B 在一平面 α 上，则 a 的每一点都在平面 α

上

（I7）若两平面 α 和 β 有一公共点 A，则它们至少还有一公共点 B。

（I8）至少有四点不在同一平面上。

注记 1.0.5（I1-I3）称为第一组公理中的平面公理，（I4-I8）称为第一组公理
中的空间公理。

（II）顺序公理
定义：直线上的点有一定的相互关系，我们用“在···之间”来描述。

（II1）若一点 B 在一点 A 和一点 C 之间，则 A 和 B 和 C 是一直线上不同

的三点，这时，B 也在 C 和 A 之间。

（II2）对于两点 A 和 C，直线 AC 上横有一点 B，使得 C 在 A 和 B 之间。

（II3）一直线的任意三点中，至多有一点在其他两点之间。
定义：我们考虑一直线 a 上的两点 A 和 B，我们把这一对点 A 和 B 所成的

点组叫做一条线段，用 AB 或 BA 表示。在 A 和 B 之间的点叫做线段 AB 的

点，或线段 AB 内部的点；A 和 B 叫做线段 AB 的端点，直线 a 上的其他的点

叫做线段 AB 外部的点。

（II4）设 A，B 和 C 是不在同一直线上的三点。设 a 是平面 ABC 的一直

线，但不通过 A，B，C 这三点中的任一点，若直线 a 通过线段 AB 内部的一点，

则它必定也通过线段 AC 内部的一点或线段 BC 内部的一点。
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(III) 合同公理
（III1）设 A 和 B 是一直线 a 上的两点，A′ 是该直线或另一直线 a′ 上的一

点，而且给定了直线 a′ 上 A′ 的一侧，则在直线 a′ 上 A′ 的这一侧，恒有一点 B′，

使得线段 AB 和线段 A′B′ 合同。用记号表示 AB ≡ A′B′。

（III2）若两线段 A′B′ 和 A′′B′′ 都和另一线段 AB 合同，则这两线段 A′B′

和 A′′B′′ 也合同。

（III3）设两线段 AB 和 BC 在同一直线 a 上，无公共点，而且两线段 A′B′

和 B′C ′ 在这直线或另一直线 a′ 上亦无公共点。若 AB ≡ A′B′，BC ≡ B′C ′ 则

AC ≡ A′C ′。

定义 1.0.1 设 α 是一平面，而且直线 h 和 k 是 α 上的直线，从一点 O 起

始的，不属于同一直线的两条射线，我们把这一对射线 h 和 k 所组成的线组叫做

一个角，用 ∠(h, k) 或 ∠(k, h) 表示。点 O 称为这个角的顶点，射线 h 和 k 叫做

这个角的边。

（III4）设给定了一平面 α 上的一个角 ∠(h, k)，一平面 α′ 上的一直线 a′ 和

在 α′ 上 a′ 的一侧。设 h′ 是 a′ 上的，从点 O′ 起始的一条射线，到平面 α′ 上恰

有一条射线 k′ 使 ∠(h, k) 与 ∠(h′, k′) 合同，而且使 ∠(h′, k′) 的内部在 a′ 的这给

定的一侧。用记号表示，即

∠(h, k) ≡ ∠(h′, k′)

（III5）若两个三角形 ABC 和 A′B′C ′ 有下列合同式

AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′,∠BAC ≡ B′A′C ′

则有合同式 ∠ABC = ∠A′B′C ′。

(IV) 平行公理（又称欧几里得公理）
设 a 是任一直线，A 是 a 外的任一点，在 a 和 A 所决定的平面上，至多有

一条直线通过 A，而且不和 a 相交。

（V）连续公理
（V1）（阿基米德公理）若 AB 和 CD 是任意两线段，则必存在一个数 n 使

得沿 A 到 B 的射线上，自 A 作首尾相接的几个线段 CD，必将越过 B 点。

（V2）（直线完备公理）一直线上的点集连同其次序关系与合同关系不可能再
这样地扩充，使得这直线上原来元素之间所具有的关系，从公理 I-III 所推出的直
线次序与合同的基本性质以及公理（V1）都仍旧保持。
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习题

1. （1）用毕达哥拉斯的方法证明勾股定理：如图，过 C 作 AB 和 GF 的垂

线 CD 和 DE。证明正方形 S1 的面积 = 矩形 EFDB 的面积，正方形 S2 的面

积 = 矩形 GEDA 的面积，并由此证明勾股定理。

（2）试用古人商高、赵爽与刘徽的“弦图”证明勾股定理。

图 1.6: 毕达哥拉斯证明勾股定理

图 1.7: 弦图

2.(1) 在注记 1.0.1中，验证确实有

A0A2

A0A3

=
A0A3

A3A2

（2）由自相似性，应该如何选取点 A4？
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3.（1）如图，在正五边形 ABCDE 中，设 |AC| = a1, |AB| = b1。证明在小

正五边形 abcde 中，a2 := |ac| = a1 − b1, b2 := |ab| = 2b1 − a1。通过由此迭代出
的无穷递降数列 a1 > a2 > · · ·，证明 AC 和 AB 不可能被某一线段所公度。

图 1.8: (1) 图

（2）在边长为 1 的正方形中作出类似的图，证明
√
2 是无理数。

3. 证明：两条线段 a, b 是可公度的，当且仅当 b
a
是有理数，又当且仅当经过

有限步辗转度量后某个 an 或 bn 等于 0。
4. 证明：已知平面上两点 A,B，则所有满足 PA

PB
= k（k 是不为 1 的常数）

的点 P 的轨迹是一个圆。试证明这个命题。

5. 阅读希尔伯特的几何学公理体系，证明下列命题：
（1）利用关联公理与顺序公理证明：直线上存在无穷个点。
（2）利用合同公理证明等腰三角形两底角相等。
（3）定义两个三角形 4ABC 和 4A′B′C ′ 全等，如果对应由如下合同式成

立：  AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′, BC ≡ B′C ′

∠A ≡ ∠A′,∠B ≡ ∠B′,∠C ≡ ∠C ′

(a) 求证：若三角形 ABC 和 A′B′C ′ 满足 AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′,∠A ≡
∠A′，则两个三角形全等。

(b) 求证：若三角形 ABC 和 A′B′C ′ 满足 AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′, BC ≡
B′C ′，则两个三角形全等。
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（4）利用合同公理和以上命题，证明：角的合同有传递性，即：若 ∠A ≡
∠B,∠B ≡ ∠C，则 ∠A ≡ ∠C。
（5）利用合同公理和以上命题，证明：若两角合同，则其补角合同。
（6）利用合同公理，平行公理和以上命题，证明：两直线平行当且仅当这两

条直线被第三条直线所截得的同位角和内错角合同。

（7）证明：四边形一组对边平行且合同，则另一组对边也平行。
（8）利用希尔伯特几何公理，试证明：如图，若 AB = λAB′, AC = λAC ′，

则 BC = λB′C ′。（提示：依次对 λ 是 2，自然数，有理数和实数证明）

（9）这一部分我们考察平面上垂线的相关性质。
(a) 利用合同公理，证明：所有直角都合同。
(b) 证明：在平面上，过一点，有且只有一条直线与已知直线垂直。
（10）阅读《希尔伯特几何原理》的面积论部分，证明勾股定理。
（11）这一部分我们考察空间上垂线的相关性质。我们定义：称一条直线 l 垂

直于一个平面 P，若：直线 l 与平面 P 相交且交于点 A，l 垂直于平面 P 内任一
过 A 的直线。这个定义的合理性由以下 (a),(b) 命题得到保证。

(a) 利用关联公理证明：一平面上的两直线或有一个公共点，或无公共点；两
平面或无公共点，或有一公共直线，无公共直线时无公共点；一平面和不在其上

的一条直线或无公共点，或有一公共点。

(b) 利用关联公理证明：过一直线和不在这直线上的一点，或过有公共点的
两条不同直线，恒有而且只有一个平面。

(c) 证明：设三角形 ABC，若 ∠A 小于直角，那么 AB2 +AC2 > BC2；反

之，若 ∠A 大于直角，那么 AB2 +AC2 < BC2。

(d) 设直线 l 与平面 P 交于点 A。若存在平面内两条过 A 的不同直线 l1, l2

均与直线 l 垂直，证明：直线 l 垂直于平面 P。
(e) 证明：若直线 l 与平面 P 垂直，且直线 l′ 平行于直线 l，则直线 l′ 也与

平面 P 垂直。
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(f) 证明：过空间中一点，有且只有一条直线与已知平面垂直。
（12）证明：空间中过一点存在三条两两垂直的直线，且不存在四条两两垂直

的直线。
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第二章 欧氏空间

本章的基本目标是利用中学的平面几何和立体几何知识建立线性代数的基本

对象：欧氏平面及欧氏空间。

2.1 向量代数

设 A,B 为空间中两点，位移向量
−−→
AB 只记住线段 AB 的长度和方向。换句

话说：有点 A′, B′ 使得线段 A′B′ 与 AB 等长且方向一致，我们认为
−−→
A′B′ =

−−→
AB。

定义 2.1.1 若空间中的一个变换 τ 满足
−−−−→
Pτ(P ) =

−−−−→
Qτ(Q)，则称 τ 为空间的

一个平移。

定理 2.1.1 设 A，B 为空间中任给（可以相同的）两点，则存在唯一的平移

τ 使得 τ(A) = B。

证明. （存在性）若 A = B，则恒等变换即满足条件。

若 A 6= B，我们可利用反射

图 2.1: 反射

令 α1, α2分别为和直线段 AB正交于 A和M（AB中点）的平面。令 Rαi
, i =

1, 2 为以平面 αi 为反射平面的反射。则复合 Rα2
◦ Rα1

即为所求。（习题：验证

Rα2
◦Rα1

为平移。）

（唯一性）设 P 为空间任意一点，τ 是上述所作平移，而 τ ′ 是另一将 A 映到

B 的平移，我们要证：τ ′(P ) = τ(P )。

19
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由所设 Pτ ′(P ), P τ(P ) 都是和 AB 同向平行且等长。由于过 P 点作和 AB

平行的直线是唯一存在的，所以 τ ′(P ) = τ(P )。由于 P 任意，所以 τ ′ 和 τ 是同

一变换。 �

定理 2.1.2 设 τ1,τ2 为空间的两个平移，则 τ2 ◦ τ1 也是一个平移，而且

τ2 ◦ τ1 = τ1 ◦ τ2

证明. 设 A,B 为空间中任给两点。记 τ1(A)为 A′，τ2(τ1(A)) = τ2(A
′)为 A′′。

由所设：
−−→
AA′ =

−−→
BB′,

−−−→
A′A′′ =

−−−→
B′B′′，需证

−−→
AA′′ =

−−→
BB′′（其中 B′, B′′ 按记号定

义）。

由图知 ABB′A′，A′B′B′′A′′ 为平行四边形，故
−−→
AA′′ =

−−→
BB′′

下面证：τ2 ◦ τ1 = τ1 ◦ τ2
令 A∗ = τ2(A)，则有

−−→
AA∗ =

−−−→
A′A′′，故 AA′A′′A∗ 为平行四边形。则有

−−−→
A∗A′′ =

−−→
AA′

所以

τ1 ◦ τ2(A) = τ1(A
∗) = A′′ = τ2 ◦ τ1(A)

由于 A 为空间中任意一点，所以 τ2 ◦ τ1 = τ1 ◦ τ2。 �
我们考察以下两个集合：

集合 V = { 空间中所有的位移向量
−−→
AB}

集合 T = { 空间上所有的平移 τ}

定理 2.1.3 存在自然双射 Φ : T → V 使得
(1)Φ(Id) = −→0，其中 Id 为恒等映射

(2) 设 Φ(τ) =
−−→
AB，则 Φ(τ−1) =

−−→
BA

证明. 设 τ 为空间上的一个平移，任取空间上一点 A，我们令

Φ(τ) =
−−−−→
Aτ(A)
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需要说明 Φ(τ) 不依赖 A 的选取，但这恰恰是平移的定义。

我们定义

Ψ : V → T

设
−−→
AB 是 V 中一元素，即是某一位移向量，由定理 2.1.1，存在唯一的的平移 τ

使得 τ(A) = B。

令 Ψ(
−−→
AB) = τ，需要验证

Φ ◦Ψ = IdV

Ψ ◦ Φ = IdT

即复合后是恒等映射，证明留作习题。 �
我们在集合 V 上引入运算：

记号：
−−→
AB 记为 v, w, u, ...

定义 u+ v , Φ(Ψ(u) ◦Ψ(v))。由于定理 2.1.2这是良好定义的。这是因为平
移的复合还是平移。

由于映射的复合具有结合律，我们当然也有上述运算的

结合律 (u+ v) + w = u+ (v + w) 对任意 u, v, w ∈ V 成立
我们有一特别的元素

−→
0，我们将之记为 0，则有

中心元 u+ 0 = 0 + u = u 对任意 u ∈ V 成立。

以及设 u =
−−→
AB，则令

−−→
BA 为 −u ∈ V

逆元存在 u+ (−u) = (−u) + u = 0。由于定理 2.1.2，我们有上述运算的

交换律 u+ v = v + u 对任意 u, v ∈ V 成立。
通过研究相似三角形，我们还可以在集合 V 上引入一个新运算，我们称之为

数乘（或倍积）：

若 λ 为一正实数，u =
−−→
AB 为任意一位移向量，则令 λ · u 为方向与

−−→
AB 同

方向，但长度
−−→
AB 长度的 λ 倍的位移向量。

若 λ 为 0，则令 0 · u , 0。

若 λ 为一负实数，则令 λ · u = −((−λ) · u)，注意括号外的负号是指向量
(−λ) · u 的逆向量（或逆元）。

定理 2.1.4 上述位移向量的运算

V × V → V

(u, v) 7→ u+ v
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和运算

R× V → V

(λ, u) 7→ λ · u

满足以下三条法则：

数乘结合律

λ · (µ · u) = (λ · µ) · u，其中 λ, µ 是任意两实数，u 为任意一位移向量。

向量加法数乘分配律

（I）(λ+ µ) · u = λ · u+ µ · u，其中 λ, µ ∈ R, u ∈ V。
（II）λ · (u+ v) = λ · u+ λ · v，其中 λ ∈ R, u, v ∈ V。

证明. 数乘结合律与分配律（I）可以通过分情况讨论 λ, µ 的符号来得到，而

当 λ, µ 均为正实数时，故两命题由定义直接导出。

值得注意的是分配律（II）。不妨设 λ > 0，则设 u =
−−→
AB, v =

−−→
BC, λ · u =

−−→
AB′, λ · v =

−−−→
B′C ′。则由于

AB′

AB
= λ =

B′C ′

BC

4ABC 相似于 4AB′C ′，故有

AC ′

AC
= λ

即
−−→
AC ′ = λ ·

−→
AC。

由于
−→
AC =

−−→
AB +

−−→
BC = u+ v，即得

λ · (u+ v) = λ · u+ λ · v

= =

−−→
AC ′ −−→

AB′ +
−−−→
B′C ′

�
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接下来，我们说明勾股定理将赋予集合 V 一个非常重要的结构：内积。我们
对任意 v ∈ V，记 |v| 为位移向量 v =

−−→
AB 的长度 |AB| 即有函数

| · | :V −→ R

↓ ↓

v 7−→ |v|

容易验证函数 | · | 的如下性质：

（1）|v| ≥ 0, |v| = 0⇔ v = 0

（2）|λ · v| = |λ| · |v|, ∀λ ∈ R, v ∈ V

（3）|u+ v| ≤ |u|+ |v| ∀u, v ∈ V（三角不等式）

勾股定理告诉我们一个重要的恒等关系：

若 u⊥v（即
−−→
AB⊥

−−→
BC），则有

|u+ v|2 = |u|2 + |v|2

非常重要的是考察如下函数：

f : V × V −→R

(u, v) 7−→f(u, v) , 1

2
(|u+ v|2 − |u|2 − |v|2)

1
2
的原因是：f(u, u) = 1

2
(|2u|2 − 2|u|2) = |u|2。或 |u| =

√
|f(u, u)|。

关于函数 f，我们有如下美妙的性质：

定理 2.1.5 f 满足如下法则：

（1）f(u, v) = f(v, u), ∀u, v ∈ V

（2）f(u, v + w) = f(u, v) + f(u,w), ∀u, v, w ∈ V

（3）f(λ · u, v) = f(u, λ · v) = λ · f(u, v), ∀λ ∈ R, u, v ∈ V
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证明. （1）由交换律

f(v, u) =
1

2
{|v + u|2 − |v|2 − |u|2}

=
1

2
{|u+ v|2 − |u|2 − |v|2}

= f(u, v)·

（2）我们先证（2）的一个特例（广义勾股定理）
（*）：|u+ v|2 + |u− v|2 = 2|u|2 + 2|v|2

为什么说是特例呢？如果（2）成立，则有

|u+ v|2 = f(u+ v, u+ v) = |u|2 + |v|2 + f(u, v) + f(v, u)

|u− v|2 = f(u− v, u− v) = |u|2 + |v|2 − f(u, v)− f(v, u)

上下两式相加得广义勾股定理。

更为神奇的是，我们可利用该特例证明一般情形。推导如下：

注意（2）的等式等价于
（**）|u+ v + w|2 − |u+ v|2 − |v + w|2 − |w + u|2 + |u|2 + |v|2 + |w|2 = 0

现在（*）中令 u = a+ b, v = c 即有

|a+ b+ c|2 + |a+ b− c|2 − 2|a+ b|2 − 2|c|2 = 0

令 u = a, v = b− c 即有

−|a+ b− c|2 − |a− b+ c|2 + 2|a|2 + 2|b− c|2 = 0

令 u = a+ c, v = b 即有

|a− b+ c|2 + |a+ b+ c|2 − 2|a+ c|2 − 2|b|2 = 0

令 u = b, v = c 即有

−2|b+ c|2 − 2|b− c|2 + 4|b|2 + 4|c|2 = 0

将上述四个等式相加得：

2|a+ b+ c|2 − 2|a+ b|2 − 2|b+ c|2 − 2|c+ a|2 + 2|a|2 + 2|b|2 + 2|c|2 = 0

令 a = u, b = v, c = w，除以 2 即得所求等式（**）。
对于等式（*），我们有如下特例：
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（a）u 与 v 同向，即夹角为 0，则 |u± v| = ||u| ± |v||，故

|u+ v|2 + |u− v|2 = (|u|+ |v|)2 + (|u| − |v|)2

= 2|u|2 + 2|v|2

（b）u ⊥ v，即夹角为 π
2
，则由勾股定理

|u+ v|2 + |u− v|2 = |u|2 + |v|2 + |u|2 + |v|2

= 2|u|2 + 2|v|2

（c）u 与 v 反向，即夹角为 π，则 |u± v| = ||u| ∓ |v||，故

|u+ v|2 + |u− v|2 = (|u| − |v|)2 + (|u|+ |v|)2

= 2|u|2 + 2|v|2

对于（*）的一般情形，我们可以化归为上述（a）-(c) 的情形。

把 v 在 u 所在直线上作垂直投影，得位移向量的分解

v = v1 + v2

其中 v2 与 u 垂直，v1 与 u 同向（图一）或反向（图二），由勾股定理及其上述

推导（a）-（c），得

|u+ v|2 = |u+ v1|2 + |v2|2

|u− v|2 = |u− v1|2 + |v2|2

故

|u+ v|2 + |u− v|2 = |u+ v1|2 + |u− v1|2 + 2|v2|2

= 2|u|2 + 2|v1|2 + 2|v2|2

= 2|u|2 + 2|v|2
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命题得证。

（3）我们按照 λ 为整数，有理数，实数分级来证明。

(a)λ 为整数
(a1)λ 为非负整数 k ∈ Z≥0

k 为 0 和 1 时，命题平凡成立。对一般正整数 k，我们用归纳法证明。设命

题对正整数 k − 1 成立，则

f(k · u, v) = f(u+ (k − 1)u, v)

(2)
= f(u, v) + f((k − 1)u, v)

由归纳假设
= f(u, v) + f(u, (k − 1)v)

= f(u, v + (k − 1)v)

= f(u, k · u)

同理可证 f(k · u, v) = k · f(u, v)。
(a2)λ 为负整数 k ∈ Z<0

首先由向量加法与数乘的分配律知：对任意 λ ∈ R

0 = λ · (u+ (−u)) = λ · u+ λ · (−u)

故 (−λ) · u = −(λ · u) = λ · (−u)。
另一方面：对任意 u, v ∈ V

(∗) : f(−u,−v) = 1

2
{| − u− v|2 − | − u|2 − | − v|2}

=
1

2
{|u+ v|2 − |u|2 − |v|2}

= f(u, v)

故

f(k · u, v) = f((−k) · (−u), v)
(a1)
= f(−u, (−k) · v)

= f(−u,−(k · v))
(∗)
= f(u, k · v)

再者

f(k · u, v) = f((−k) · (−u), v)
(2)
= (−k) · f(−u, v)
广义勾股定理

= k · f(u, v)
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(b)λ 为有理数
将 λ 写为 λ = m

n
, (m,n) = 1, n ∈ Z>0。由 (a)，我们只需对 λ = 1

n
, n ∈ Z>0

证明命题。

由 (a)，我们又知

nf(
1

n
· u, v) = f(n · ( 1

n
· u), v)

数乘结合律
= f((n · 1

n
) · u, v)

= f(u, v)

故得 f( 1
n
· u, v) = 1

n
f(u, v)。同理，f(u, 1

n
· v) = 1

n
f(u, v)。(b) 得证。

（c）λ 为实数
由欧多克索斯的夹逼原理，对任意正整数 n，存在整数 m 使得

m

n
≤ λ < m+ 1

n

我们计算

|f(λ · u, v)− λ · f(u, v)|
(2)
= |f(m

n
· u, v)− m

n
f(u, v) + f((λ− m

n
) · u, v)− (λ− m

n
)f(u, v)|

(b)
=|f((λ− m

n
) · u, v)− (λ− m

n
) · f(u, v)|

≤|f((λ− m

n
) · u, v)|+ |λ− m

n
||f(u, v)|

=
1

2
{||(λ− m

n
) · u+ v|2 − |v|2 − |(λ− m

n
)u|2|}+ (λ− m

n
)|f(u, v)|

≤1

2
||(λ− m

n
)u+ v|2 − |v|2|︸ ︷︷ ︸

I

+
1

2n2
|u|2︸ ︷︷ ︸

II

+
1

n
|f(u, v)|︸ ︷︷ ︸

III

注意到 II,III 是随着 n 增大而变得任意小的。

我们对 I 做一个简单的估计：

将 (λ− m
n
)u 在 v 方向作垂直投影，得

(λ− m

n
)u = u1 + u2
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由勾股定理，知

|v + (λ− m

n
)u|2 − |v|2 = |v + u1|2 − |v|2 + |u2|2

由于 |u1|2 + |u2|2 = |(λ− m
n
)u|2，我们得

||v + (λ− m

n
)u|2 − |v|2| = ||(λ− m

n
)u|2 + 2|u1| · |v||

≤ 1

n2
|u|2 + 1

n
(2|u| · |v|)

因此 I 亦是随着 n 增大而可以变得任意小。

综上所述，|f(λ·u, v)−λ·f(u, v)|是任意小的一个数，故 f(λ·u, v) = λ·f(u, v)。
同理可证：f(u, λ · v) = λ · f(u, v)。故

f(λ · u, v) = f(u, λ · v) = λ · f(u, v)

命题 (3) 得证。 �
模仿实数上的乘法，我们将定理 2.1.5中的函数 f 写成一个乘法形式

V × V ·−→ R

(u , u) 7−→ u · v , f(u, v)

则运算 · 满足
(i)u · v = v · u, u, v ∈ V
(ii)u · (v + w) = u · v + u · w, u, v, w ∈ W
(iii)(λ · u) · v = λ · (u · v) = u · (λ · v), λ ∈ R, u, v ∈ V
注意 (iii) 中有两种不同意义的“·”，我们把上述 · 称为 V 上的内积。
综上所述，我们利用中学的平面/立体几何知识，在位移向量的集合 V 上定

义了加法，数乘和内积。

内积有非常清晰的几何意义。

命题 2.1.6 设 u, v ∈ V，则有
(i)u · u = |u|2

(ii)u · v = 0⇔ u ⊥ v
(iii) 设 u, v 夹角为 θ，则有余弦定理

u · v = |u| · |v| · cosθ

证明. (i) 显然。
(ii)u ⊥ v 勾股定理⇒ u · v = 0，另一方向由 (iii) 推得。
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(iii) 将 v 沿着 u 做垂直投影，得向量分解：

v = v1 + v2，其中 v1||u1, v2 ⊥ u, cosθ = |v1|
v
，故 v1 = |v| · cosθ · u|u|，故

u · v = u · (v1 + v2) = u · v1 + u · v2
(ii)
= u · v1 = u · (( |v|

|u|
· cosθ) · u)

(i)
= (

v

u
· cos θ) · |u|2 = |u| · |v| · cos θ

�
总结起来，内积是勾股定理外化而成的代数结构。它可以有效地计算向量的

长度和向量间的夹角。

2.2 欧氏空间

直角坐标系

打破对称往往是理解几何的开始。本节目的是利用直角坐标系将向量空间及

其上的运算代数化，这是毕氏学派“万物皆数”理念的一个具体体现。

图 2.2: 空间坐标系

在空间上取定一点 O，称为坐标系原点。再取定三个两两垂直，长度为单位，

且满足右手螺旋法则的向量 ex, ey, ez。我们称 {O; ex, ey, ez} 为空间中一个以 O

为原点的直角坐标系。
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命题 2.2.1 1 在空间中取定一个直角坐标系，则得到集合间的双射

c :V −→ R3 = {(x, y, z)|x, y, z ∈ R}

↓ ↓

v 7−→ c(v) = (x(v), y(v), z(v))

其中 x(v), y(v), z(v) ∈ R 满足

v = x(v) · ex + y(v) · ey + z(v) · ez

我们称 x(v)（y(v) 或 z(v)）为向量 v 的 ex− 坐标（ey− 坐标或 ez− 坐标）。

证明. 我们将任一向量 v 平移到以 O 为出发点的向量。设 v =
−−→
OP，将

−−→
OP

往 ex（ey 或 ez）分别作垂直投影，即得数 x = x(v)（y = y(v) 或 z = z(v)）。

由图示，

−−→
OP ′ = x · ex + y · ey =

−−→
O′P

−−→
OP =

−−→
O′P +

−−→
OO′ = (x · ex + y · ey) + z · ez

= x · ex + y · ey + z · ez

反之，任意给定有序数组 (x, y, z)，我们得到空间中一向量 x ·ex+y ·ey+z ·ez。
从而 c 建立了位移向量空间 V 和三元有序数组 R3 之间的一对一的映射。 �

注记 2.2.1 注意到 c的定义不依赖于 O 的选取，但依赖于向量组 {ex, ey, ez}
的选取。我们将在坐标变换一节中详细讨论这种依赖性。

大家都熟悉坐标系与坐标的概念。但这个概念的好处（不仅仅是用代数记号

或代数方法去理解几何）是需要大家慢慢地，不断地体会的。

首先我们将向量空间上的加法与数乘搬到 R3 上来：

1满射的证明不够严谨。严格证明需要用到希尔伯特公理体系。
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定义 2.2.1 对 (x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ R3 及 λ ∈ R，我们定义

(x, y, z) + (x′, y′, z′) , (x+ x′, y + y′, z + z′)

λ · (x, y, z) , (λ · x, λ · y, λ · z)

显然，由于这是由 c 诱导的结构搬迁（transportation of structure），上述
+, · 满足加法的结合律，交换律，中心元（此为 (0, 0, 0)），及逆元的存在，加法

与数乘之间满足分配律，及数乘满足结合律。但更为重要的是可以极其简单的进

行代数验证（几何考量完全失去必要性！）

其次，我们将内积也搬到 R3 上来：

定义 2.2.2 对 (x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ R3，我们定义

(x, y, z) · (x′, y′, z′) , x · x′ + y · y′ + z · z′

命题 2.2.2 我们有对任意 u, v ∈ V

c(u) · c(v) = u · v

证明. 不妨设 c(u) = (x, y, z), c(v) = (x′, y′, z′)，则

u = x · ex + y · ey + z · ez, v = x′ · ex + y′ · ey + z′ · ez

由内积的运算法则及命题 2.1.6得：

u · v = (x · ex + y · ey + z · ez) · (x′ · ex + y′ · ey + z′ · ez)
页 24(ii)
= (x · ex) · (x′ · ex) + (x · ex) · (y′ · ey) + (x · ex) · (z′ · ez)

+ (y · ey) · (x′ · ex) + (y · ey) · (y′ · ey) + (z · ez) · (z′ · ez)

+ (z · ez) · (x′ · ex) + (z · ez) · (y′ · ey) + (z · ez) · (z′ · ez)
页 24(iii)

= (x · x′)(ex · ex) + (x · y′)(ex · ey) + (x · z′)(ex · ez)

+ (y · x′)(ey · ex) + (y · y′)(ey · ey) + (y · z′)(ey · ez)

+ (z · x′)(ez · ex) + (z · y′)(ez · ey) + (z · z′)(ez · ez)
命题 2.1.6(i)(ii)

= (x · x′)|ex|2 + 0 + 0

+ 0 + (y · y′)|ey|2 + 0

+ 0 + 0 + (z · z′)|ez|2

= x · x′ + y · y′ + z · z′

�
如同上一个习题一样，请直接验证：
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定义 2.2.3 三维欧氏空间是指向量空间 V，其上拥有加法，数乘及内积运算。
我们亦将上述 R3 上拥有加法，数乘及内积运算的空间称为三维欧氏空间，记之

为 E3。

那么我们自然会问一维，二维欧氏空间为何？是否存在高维欧氏空间？

外积

空间 E3 中有一线段，则它有长度，并且通过规定起点与终点，可以给线段

一个方向，我们称之为有向线段，位移向量脱胎于有向线段。那么对空间 E3 中

一平行四边形，我们是可以对其进行一个类似于有向线段的操作呢？

记 u =
−−→
AB, v =

−−→
AD，我们定义一个向量 u×v，其长度为平行四边形 ABCD

的面积，方向为垂直于 ABCD 平面，利用 .右 .手 .螺 .旋 .定 .则得到的方向：

图 2.3: 外积

由定义，我们得到一个基本性质：

u× v = −(v × u) = (−v)× u = v × (−u)

定义 2.2.4 上述定义的向量 u× v 称为 u, v 的外积。注意 v, u 的外积与 u, v

的外积反向。

定理 2.2.3 运算

V × V → V , (u, v) 7→ u× v

满足以下法则：

(i)v × u = −(u× v), ∀u, v ∈ V
(ii)(u× v)× w 6= u× (v × w) 事实上

(∗) (u× v)× w − u× (v × w) = (u · v) · w − (v · w) · u, ∀u, v, w ∈ V

(iii)u× (v1 + v2) = u× v1 + u× v2, ∀u, v1, v2 ∈ V
(iv)(λ · u)× v = u× (λ · v) = λ · (u× v), ∀λ ∈ R, ∀u, v ∈ V
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证明. (i) 已证明。有 (i) 性质的的称为反对称性。作为一个推论是：∀u ∈
V, u× u = 0。所以容易说明 (ii) 中 (u× v)×w 6= u× (v×w)。例如取 w = v，则

u⊥v, u, v, w 6= 0

(u× v)× v = λ · u, λ < 0

但 u× (v × v) = u× 0 = 0。(iv) 容易由定义直接推出，(iii) 留作习题。
如何证明 (ii) 中的 (*) 式？我们试图利用直角坐标系来解决这个问题。
取 {O; ex, ey, ez} 为过原点 O 的直角坐标系。我们有

u = aex + bey + cez
v = a′ex + b′ey + c′ez

利用 (i)(iii)(iv) 我们有

u× v =(aex + bey + cez)× (a′ex + b′ey + c′ez)

=aa′ex × ex + ab′ex × ey + ac′ex × ey
ba′ey × ex + bb′ey × ey + bc′ey × ez
ca′ez × ex + cb′ez × ey + cc′ez × ez

=0 + ab′ex × ey + ac′ex × ez
− ba′ex × ey + 0 + bc′ey × ez
− ca′ex × ez − cb′ey × ez + 0

=(ab′ − ba′)ex × ey + (ac′ − ca′)ex × ez + (bc′ − cb′)ey × ez
定义
= (ab′ − ba′)ez − (ac′ − ca′)ey + (bc′ − cb′)ex
=(bc′ − cb′)ex − (ac′ − ca′)ey + (ab′ − ba′)ez

所以我们得到外积的坐标表达公式。我们引入一些记号以便于我们使用上述公式：
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首先，我们引入 R3 上 ×（叉乘或外积）

R3 × R3 ×−→ R3

(a, b, c), (a′, b′, c′) 7−→ (a, b, c)× (a′, b′, c′) , (bc′ − cb′,−(ac′ − ca′), ab′ − ba′)

其次，我们对 a, b, c, d ∈ R，规定
a b

c d
, ad− bc（我们称之为矩阵

(
a b

c d

)
的

行列式）

ex ey ez
a b c

a′ b′ c′

, b c

b′ c′
ex−

a c

a′ c′
ey+

a b

a′ b′
ez

由上述记号规定，我们得到 V 上 × 的简便记号。现我们令

w = a′′ex + b′′ey + c′′ez

直接计算有

(u× v)× w

=

ex ey ez

b c

b′ c′
-

a c

a′ c′
a b

a′ b′

a′′ b′′ c′′

=

(
−

a c

a′ c′
· c′′ − b′′ ·

a b

a′ b′

)
ex −

(
b c

b′ c′
· c′′ − a′′ ·

a b

a′ b′

)
ey

+

(
b c

b′ c′
· b′′ + a′′ ·

a c

a′ c′

)
ez

=(−ac′c′′ + a′cc′′ − ab′b′′ + a′bb′′)ex + (−bc′c′′ + b′cc′′ + aa′′b′ − a′a′′b)ey
+(bb′′c′ − b′b′′c+ aa′′c′ − a′a′′c)ez

变换 u, v, w 的顺序，得

u× (v × w) = −(v × w)× u

=(a′c′′c− a′′c′c+ a′b′′b− a′′b′b)ex + (b′c′′c− b′′c′c− a′ab′′ + a′′ab′)ey
+(−b′bc′′ + b′′bc′ − a′ac′′ + a′′ac′)ez
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故得

(u× v)× w − u× (v × w)

=(a′′c′c− ac′c′′ + a′′b′b− ab′b′′)ex + (b′′c′c− bc′c′′ + a′ab′′ − a′a′′b)ey
+(b′bc′′ − b′b′′c+ a′ac′′ − a′a′′c)ez

另一方面

(u · v) · w − (v · w) · u

=(aa′ + bb′ + cc′) · (a′′ex + b′′ey + c′′ez)

−(a′a′′ + b′b′′ + c′c′′) · (aex + bey + cez)

=(a′′bb′′ − sb′b′′ + s′′cc′ − ac′c′′)ex + (aa′b′′ − s′s′′b+ b′′cc′ − bc′c′′)ey
+(aa′c′′ − a′a′′c+ bb′c′′ − b′b′′c)ez

两式相比较，得到 (ii)。 �

注记 2.2.2（二重外积展开式）相较于 (i)(∗) 复杂（但是思路简明）的计算，
下列公式更为有用：

(∗∗) u× (v × w) = (u · w) · v − (u · v) · w

其证明留作习题。

根据 (∗∗) 我们立即有

(u× v)× w − u× (v × w)

=− w × (u× v)− u× (v × w)

=− (w · v)u+ (w · u)v − (u · w)v︸ ︷︷ ︸
=0

+(u · v)w

=(u · v)w − (v · w)u

我们可以利用内积衡量角度和线段的长度，所以平面几何中有关度量解决了。那

么立体几何中的体积呢？原则上也由内积决定。但是在三维欧氏空间中，我们可

以同时利用外积与内积，给出平行六面体的体积表达：

定义由有序三元组 (u, v, w) 构成的平行六面体的有向体积是

V (u, v, w) , (u× v) · w
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容易发现

|V (u, v, w)| = |u× v|︸ ︷︷ ︸
底面面积

· ||w| · cos θ|︸ ︷︷ ︸
高

=体积

注记 2.2.3 在立体几何中，我们并不强调体积的“方向”。但在电磁学中的
高斯定律，有向体积是必不可少的概念。

我们顺势考察一下 V (u, v, w) 的坐标表达：

R3 × R3 × R3 −→ R

(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) 7−→ ((x1, y1, z1)× (x2, y2, z2)) · (x3, y3, z3) =?

利用上面外积（叉积）的坐标表达，不难得到

? = x1y2z3 − x1y3z2 + x3y1z2 − x2y1z3 + x2y3z1 − x3y2z1

所以我们一旦知道向量 u, v, w 的坐标，我们即可取上式的绝对值，从而得到体积

公式。但这个表达式有更一般的意义。其意义比外积更为普遍。

定义 2.2.5 我们将上述映射

R3 × R3 × R3 −→R

(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) 7−→x1y2z3 − x1y3z2 + x3y1z2

− x2y1z3 + x2y3z1 − x3y2z1
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称为三阶行列式。记号为

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

= x1y2z3 − x1y3z2 + x3y1z2

− x2y1z3 + x2y3z1 − x3y2z1

= x1
y2 z2

y3 z3
− y1

x2 z2

x3 z3

+ z1
x2 y2

x3 y3

而对于

R2 × R2 −→ R

(x1, y1), (x2, y2) 7−→ x1y2 − x2y1

记号
x1 y1

x2 y2
= x1y2 − x2y1 称为二阶行列式，其几何意义恰为二维欧氏空间中

向量 u = x1ex + y1ey 与 v = x2ex + y2ey 组成的平行四边形的有向面积。（习题：
验证 |x1y2 − x2y1| 为 u 与 v 围成的平行四边形面积。）

n 维欧氏空间简介

从 n = 3 受启发，我们不妨考察对任意自然数 n

Rn = {(x1, ..., xn)|xi ∈ R}

作为集合：Rn = R× · · · × R︸ ︷︷ ︸n, n ≥ 1。

注记 2.2.4 R0 , {0} 一个元素的集合。

形式的，我们可以定义：

(i) 加法

(x1, · · · , xn) + (y1, · · · , yn) = (x1 + y1, · · · , xn + yn)

(ii) 数乘

λ · (x1, · · · , xn) = (λ · x1, · · · , λ · xn)

(iii) 内积

(x1, · · · , xn) · (y1, · · · , yn) = x1y1 + · · ·+ xnyn
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命题 2.2.4 (i) 集合 Rn 上加法运算满足阿贝尔群的四条法则，即结合律，交
换律，中心元存在，逆元存在。（中心元为 O = (0, · · · , 0)）

(ii) 集合 Rn 上加法与数乘满足以下四条法则：
(ii)1. 零化条件 0 · v =

−→
0 , v ∈ Rn

(ii)2. 数乘结合律 (λ · µ) · v = λ · v + λ · u, ∀λ, µ ∈ R, v ∈ Rn

(ii)3. 加法和数乘分配律 λ · (v + u) = λ · v + λ · u, ∀λ ∈ R, v, u ∈ Rn

(ii)4. (λ+ µ) · v = λ · v + µ · v, λ, µ ∈ R, v ∈ R
我们把 (i) 和 (ii) 放在一起称 Rn 关于上述加法与数乘构成一个 n 维实向量

空间或实线性空间。

(iii) 集合上 Rn 上内积满足一下三条法则：
正定性 (iii)1.v · v ≥ 0, v · v = 0 ⇐⇒ v = 0, ∀v ∈ Rn

对称性 (iii)2.v · u = u · v, ∀u, v ∈ Rn

双线性性 (iii)3.(λ ·u+µ ·v) ·w = λ ·(u ·w)+µ ·(v ·w), ∀λ, µ ∈ R, u, v, w ∈ Rn

我们把 (i)，(ii)，(iii) 放在一起称为一个 n 维欧氏空间，记为 En。

注记 2.2.5 为了避免内积与数乘在记号上的混乱，我们将内积记为

〈 , 〉 : Rn × Rn −→ Rn

(u, v) 7−→ 〈u, v〉 , u · v

故 En“=”Rn+“+”+“·”+“〈 , 〉”。
我们将 (x1, · · · , xn) ∈ En 称为 En 中的一个向量（或一个点），xi 为第 i 个

坐标。将

{e1 = (1, 0, · · · , 0),

e2 = (0, 1, · · · , 0),

...

en = (0, 0, · · · , 1)}

称为 En 的标准正交基（或坐标系）。将

x = (x1, · · · , xn)

= x1 · (1, · · · , 0) + x2 · (0, 1, · · · , 0) + · · ·+ xn(0, · · · , 1)

= x1 · e1 + x2 · e2 + · · ·+ xnen

称为向量 x（或点 x）关于标准正交基（或坐标系）的分解。
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注意到

〈ei, ej〉 = δij =

1, i = j

0, i 6= j

其中 δij 称为 Kronecker 记号。则有

x1 = 〈x, e1〉, ..., xn = 〈x, en〉

即

x = 〈x, e1〉 · e1 + · · ·+ 〈x, en〉 · en

=
n∑
i=1

〈x, ei〉 · ei

注记 2.2.6 我们将在线性代数中引入 n 阶行列式，n 为任意自然数。n 阶行

列式的几何意义是 n 维欧氏空间中平行 2n 面体的有向体积。

注记 2.2.7 令 En 为 n 维欧氏空间，问是否存在运算

En × En ×−→ En

满足

(i)（双线性性）即 ∀λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ R, u1, u2, v1, v2 ∈ En 有

(λ1u1 + λ2u2)× (µ1v1 + µ2v2)

=λ1µ1(u1 × v1) + λ1µ2(u1 × v2) + λ2µ1(u2 × v1) + λ2µ2(u2 × v2)

(ii)（垂直性）(u× v) · u = (u× v) · v = 0, ∀u, v ∈ En

(iii)（平行四边形面积公式）

|u× v|2 = |u|2 · |v|2 − (u · v)2, ∀u, v ∈ En

则 n = 3, 7。

该事实的证明与 R 上的赋范可除代数分类定理（A.Hurwitz.1898）R,C,H,O
有关。注意到，该代数分类定理的证明是拓扑学的。类比于高斯关于代数学基本

定理（即 n 次复系数多项式必有 n 个复根）的分析（拓扑）证明。这恰恰说明了

代数，几何，分析是相通的：任一分支无法独立于其他两分支而发展。

2.3 应用举例

我们通过一些具体的实例来检验我们学到的这些向量运算与其坐标对应物如

何使得中学学的平面/立体几何知识有更为清晰的逻辑结构。
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欧氏空间与希尔伯特公理化体系

我们解释三维欧氏空间（即 E3）如何满足希氏的几何公理化体系。从而为希

氏几何提供一个代数化的几何模型。

定义 2.3.1（1）点集合
一个点 P 即为 E3 中的任一元素，故点集合即为 E3 = {(x, y, z)|x, y, z ∈ R}。
（2）直线集合
一条直线 l 定义为满足下列 .一 .次 .方 .程 .组的解集A1 · x+B1 · y + C1 · z +D1 = 0

A2 · x+B2 · y + C2 · z +D2 = 0

其中 {Ai, Bi, Ci, Di, i = 1, 2} ⊂ R，且满足条件 (A1, B1, C1) × (A2, B2, C2) 6= 0，

即 {
A1 B1

A2 B2

,
A1 C1

A2 C2

,
B1 C1

B2 C2

}
三者至少有一个数不为 0 。
（3）平面集合
一个平面 α 定义为满足下列 .一 .次 .方 .程的解集

A · x+B · y + C · z +D = 0

其中 {A,B,C,D} ⊂ R，且满足条件 (A,B,C) 6= 0，即 {A,B,C} 中至少有一数
不为 0 。

关联公理的验证：

命题 2.3.1 设点 P = (x1, y1, z1), Q = (x2, y2, z2), P 6= Q，则存在唯一一条

直线 l，使得 P,Q ∈ l。（我们称点 P 与线 l 相关联，若 P ∈ l）

在证明上述命题之前，我们对直线做一个讨论。我们注意到直线的定义线性

方程组并非是唯一的：

若线 l 由 A1 · x+B1 · y + C1 · z +D1 = 0

A2 · x+B2 · y + C2 · z +D2 = 0

给出，那么 ∀λ ∈ RA1 · x+B1 · y + C1 · z +D1 = 0

(A2 + λ ·A1) · x+ (B2 + λ ·B1) · y + (C2 + λ · C1) · z + (D2 + λ ·D1) = 0
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定义相同的直线 l。更为显然的是，∀λ 6= 0

(λA1) · x+ (λB1) · y + (λC1) · z + (λD1) = 0

A2 · x+B2 · y + C2 · z +D2 = 0

亦定义 l。所以我们希望知道直线 l 是否具有“最佳”的定义方程组呢？为此，我

们介绍一点高斯消元法与直线的参数方程。

高斯消元法：由条件假定 (A1, B1, C1)×(A2, B2, C2) 6= 0，我们不妨设
A1 B1

A2 B2

6= 0，那么必有 A1 6= 0 或 A2 6= 0。不妨设 A1 6= 0，则方程组可变为

x+ (B1

A1
) · y + (C1

A1
) · z + (D1

A1
) = 0 (1)

A2 · x+B2 · y + C2 · z +D2 = 0 (2)

我们将 (−A2)× (1) 加到 (2) 得

x+ (B1

A1
) · y + (C1

A1
) · z + (D1

A1
) = 0 (1)

0 + (B2 − B1A2

A1
) · y + (C2 − C1A2

A1
) · z + (D2 − D1A2

A1
) = 0 (2)

注意到

B2 −
B1A2

A1

=

A1 B1

A2 B2

A1

6= 0

我们还可以进一步化简，得



x+ (B1

A1
) · y + (C1

A1
) · z + (D1

A1
) = 0 (1)

0 + y +


A1 C1

A2 C2

A1 B1

A2 B2

 · z +


A1 D1

A2 D2

A1 B1

A2 B2

 = 0 (2)
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我们再将
(
−B1

A1

)
× (2) 加到 (1)，得

(I)



x+ 0 +


C1

A1 B1

A2 B2

−B1

A1 C1

A2 C2

A1

A1 B1

A2 B2

 z +


D1

A1 B1

A2 B2

−B1

A1 B1

A2 B2

A1

A1 B1

A2 B2

 = 0

0 + y +


A1 C1

A2 C2

A1 B1

A2 B2

 z +


A1 D1

A2 D2

A1 B1

A2 B2

 = 0

我们如下的观察：设直线 li, i = 1, 2 由x + aiz + bi = 0

y + ciz + di = 0

给出，则 l1 = l2 当且仅当 a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2, d1 = d2。

只需分别令 z = 0 和 1 即可得结论。细节留作习题。

上述观察表明我们不可以进一步化简方程组的系数了！如同分数的约分一样，

我们把直线 l（在假定
A1 B1

A2 B2

6= 0 下）化成了一个 .即 .约 .形 .式。该即约形式中的 z

之前的系数和常数项唯一确定了直线。我们不难推理（可由变量的对称性知道），

当
A1 C1

A2 C2

6= 0，方程组的 .即 .约 .形 .式形如

(II)

x + ay + b = 0

z + cy + d = 0
a, b, c, d ∈ R

当
B1 C1

B2 C2

6= 0，方程的 .即 .约 .形 .式为

(III)

y + ax+ b = 0

z + cx+ d = 0
a, b, c, d ∈ R

另一方面，我们从几何上知晓，直线由其上一点和直线方向唯一确定。具体

是什么意思呢？
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设直线 l 经过点 P = (x0, y0, z0)，方向为 (a, b, c)，则任一点 Q ∈ l，若其坐
标为 (x, y, z)，则满足 (x− x0, y − y0, z − z0)||(a, b, c)。
即存在实数 t，使得有向量等式：

(x− x0, y − y0, z − z0) = t · (a, b, c) = (t · a, t · b, t · c)

写成分量形式： 
x− x0 = t · a

y − y0 = t · b

z − z0 = t · c

t ∈ R

反之，若点 (x, y, z) 满足上述关系式，则必落在直线 l 上。上述方程组称为

直线 l 的 .参 .数 .方 .程。这里 t 为参数或参量，t 取所有可能的实数值。那么直线线

性方程组的即约形式和参数方程是怎样联系的呢？

即约形式 =⇒ 参数方程：x+ az + b = 0

y + cz + d = 0

则其等价于如下参数方程，其参数为 t：
x+ b = t · (−a)

y + d = t · (−c)

z + 0 = t · (1)

t ∈ R

同理，若即约形式为 x + ay + b = 0

z + cy + d = 0

则有参数方程 
x+ b = t(−a)

y = t

z + d = t · (−c)

t ∈ R
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若即约形式为 y + ax+ b = 0

z + cx+ d = 0

则有参数方程 
x = t

y + b = t · (−a)

z + d = t · (−c)

t ∈ R

参数方程 =⇒ 即约形式：
依赖于 a 6= 0 或 b 6= 0 或 c 6= 0，我们可将参数方程化为某一即约形式。不

妨设 a 6= 0，则令

t′ = a · t+ x0

为新的参量，有

t =
1

a
(t′ − x0)

为反变换。代入参数方程得
x = t′

y − y0 = 1
a
(t′ − x0) · b

z − z0 = 1
a
(t′ − x0) · c

⇐⇒

y + (− b
a
)x+ ( b

a
x0 − y0) = 0

z + (− c
a
)x+ ( c

a
x0 − z0) = 0

上式为即约形式。对于 b 6= 0 或 c 6= 0 情形，其对应即约形式留作习题。

有了关于直线即约形式和参数方程的讨论，我们很容易证明命题 2.3.1：
命题 2.3.1的证明. (存在性)：
令 (a, b, c) = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) 定义直线 l 如下：

x− x1 = t · a

y − y1 = t · b

z − z1 = t · c

, t ∈ R

令 t = 0, 1，则我们得到点 P,Q, 即 P,Q ∈ l。
（唯一性）假设另有一直线 l′ 也经过点 P 和 Q，我们需证 l′ = l。
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首先注意在 l 的定义中，由于 P 6= Q，故必有 a 6= 0 或 b 6= 0 或 c 6= 0。根

据上述情形中的一种，我们将 l 的参数方程写成即约形式。另一方面，我们也总

是可以将 l′ 的定义线性方程组约化成某一即约形式。我们说明无论如何，我们都

可将 l 和 l′ 约化成同一种类型（即 I,II,III 中的一种）。
• 如果 a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0，那么现将 l′ 约化成某一类型，后将 l 化为同 l′ 同

型的即约形式。

• 如果 a 6= 0, b 6= 0, c = 0，那么 l 可以化为 II 和 III 型。设 l′ 的定义方程组

为 A1 · x+B1 · y + C1 · z +D1 = 0

A2 · x+B2 · y + C2 · z +D2 = 0

因为 P,Q ∈ l′，所以 A1 · a+B1 · b+ C1 · c = 0

A2 · a+B2 · b+ C2 · c = 0

c = 0⇒

A1 · a+B1 · b = 0

A2 · a+B2 · b = 0

a 6= 0⇒
A1 B1

A2 B2

= A1 ·B2 −A2 ·B1

= − b
a
B1 ·B2 +

b

a
B2 ·B1

= 0

由直线定义方程组的条件知，必有
A1 C1

A2 C2

6= 0 或
B1 C1

B2 C2

6= 0。故 l′ 可约化成

II 或 III 型。
• 如果 a 6= 0, b = c = 0，那么 l 只可约化为 III 型。但上述讨论告诉我们

A1 = A2 = 0。所以
B1 C1

B2 C2

6= 0。故 l′ 可约化为 III 型。

由字母对称性，其余情形可化归为上述某一情形，现在我们不妨设 l 与 l′ 均

约化成即约形式 I 型。即 l 和 l′ 由x + aiz + bi

y + ciz + di = 0
, i = 1, 2
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由习题知，C 6= 0，故

a+ ai · C = 0⇒ ai = −
a

C
, i = 1, 2

b+ ci · C = 0⇒ ci = −
b

C
, i = 1, 2

故 a1 = a2, c1 = c2。又

bi = −(x+ ai · z) = −(x1 + ai · z1)

di = −(y + ci · z) = −(y1 + ci · z1)

故 b1 = b2, d1 = d2。所以方程 l 与 l′ 完全相同，故 l = l′。 �

命题 2.3.2 给定点 P = (x1, y1, z1), Q = (x2, y2, z2), R = (x3, y3, z3)，若

P,Q,R 不在同一直线上，则存在唯一一个平面包含 P,Q,R。

证明. （存在性）

因为 P,Q,R 不在一直线上，
−−→
PQ ∦

−→
PR，故得非零向量

−−→
PQ×

−→
PR。其坐标表

示为

ex ey ez

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

。即

(
y2 − y1 z2 − z1
y3 − y1 z3 − z1

, −
x2 − x1 z2 − z1
x3 − x1 z3 − z1

,
x2 − x1 y2 − y1
x3 − x1 y3 − y1

)

我们要找的平面方程形如

y2 − y1 z2 − z1
y3 − y1 z3 − z1

· x−
x2 − x1 z2 − z1
x3 − x1 z3 − z1

· y +
x2 − x1 y2 − y1
x3 − x1 y3 − y1

· z +D = 0



2.3 应用举例 47

将 P,Q,R 中任一点坐标代入上式，得 D 的表达式，即

D = −
y2 − y1 z2 − z1
y3 − y1 z3 − z1

· xi +
x2 − x1 z2 − z1
x3 − x1 z3 − z1

· yi −
x2 − x1 y2 − y1
x3 − x1 y3 − y1

· zi,

i ∈ {1, 2, 3}

比如我们用 i = 1 代入，需验证 Q,R 亦满足上述方程（习题）。

（唯一性）假设另有平面 α′，P,Q,R ∈ α′。需证 α = α′。首先，容易得到关

于平面的即约形式与参数方程：

按照 A 6= 0，或 B 6= 0，或 C 6= 0 分类。

若 A 6= 0，则 Ax+ By + Cz +D = 0 的即约形式为 x+ B
A
y + C

A
z + D

A
= 0

（平面在几何上看，是由其法向与过一个点唯一确定的）。其对应参数方程为
x+ D

A
= t1 ·

(
−B
A

)
+ t2 ·

(
−C
A

)
y + 0 = t1 · 1 + t2 · 0

z + 0 = t1 · 0 + t2 · 1

t1, t2 ∈ R

即平面的参数方程由两个自由参量。

其次，类似于命题 2.3.1证明中的讨论，我们不妨假定平面 α 与 α′ 都有即约

形式给出：

x+ ai · y + bi · z + ci = 0, i = 1, 2

类似于命题 2.3.1中的处理，可先证得 (1, a1, b1) = (1, a2, b2) 即 a1 = a2, b1 = b2，

然后得 c1 = c2，故 α = α′。

对于 B 6= 0 和 C 6= 0 的情形证明留作习题。 �

命题 2.3.3 若直线 l 上两点 A 与 B 均落在平面 α 上，则直线 l 包含于平

面 α

证明. 设 A = (x1, y1, z1), B = (x2, y2, z2)，则得向量

v = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) =
−−→
AB
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则直线 l 上的任一点 C = (x, y, z) 可用 .向 .量 .方 .程表达

(x− x1, y − y1, z − z1) = t(x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1), t ∈ R

（用分量表达即得直线 l 的参数方程）。

我们可以写上述方程为

C −A = t(B −A)⇔ C = t(B −A) +A

平面 α 上的任一点 D = (x, y, z) 亦可用向量方程表达：

(x− x1, y − y1, z − z1) · −→n = 0

其中 −→n 为平面 α 的法向，也可写成

(D −A) · −→n = 0 (∗)

由于 A,B ∈ α，故

(B −A) · −→n = 0 (∗∗)

那么我们将 C = t · (B −A) +A, t ∈ R 代入 (∗) 式 .右 .边得

((t · (B −A) +A)−A) · −→n = (t · (B −A) · −→n )

=t((B −A) · −→n )
(∗∗)
= 0

故 l ⊂ α。 �

命题 2.3.4 若两平面 α, β 有一公共点 P，则 α, β 必含另一公共点 Q。

证明. 不妨设 α 6= β，不然命题显然成立。设 α, β 分别由一阶方程

Ai · x+Bi · y + Ci · z +Di = 0, i = 1, 2

给出。联立方程组得一阶线性方程组：

(∗)

A1 · x+B1 · y + C1 · z +D1 = 0

A2 · x+B2 · y + C2 · z +D2 = 0

由条件知，上述方程有公共解 P = (x1, y1, z1)。

断言：(∗) 式定义了某一直线。
由于直线 l 必含有另一点 Q，且 l = α ∩ β，故 Q ∈ α ∩ β。
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我们用反证法证明断言，即假定

(A1, B1, C1)× (A2, B2, C2) = 0

通过 (A2, B2, C2) 作 (A1, B1, C1) 的垂直分解，我们知上式等价于 ∃λ ∈ R 使得
(A2, B2, C2) = λ · (A1, B1, C1)。显然 λ 6= 0（否则 (A2, B2, C2) = 0 则无法定义平

面 β 的方程）。代入 (∗) 式得

(∗)′
A1 · x+B1 · y + C1 · z +D1 = 0

A1 · x+B1 · y + C1 · z + D2

λ
= 0

将 (x1, y1, z1) 代入 (∗)′ 并上下两式相减，得 D1
D2

λ
，故得 α = β，与假定矛盾。

故断言成立，命题得证。 �

注记 2.3.1 关联公理中其余公理（即 I3, I8）的证明可由直线与平面的参数方
程得到（细节留作习题）。

顺序公理的验证：

II1 − II3 的验证可由直线的参数方程得到。其本质是实数域 R 上的序结构，
证明留作习题。我们验证 II4。

命题 2.3.5 设平面 α 上有三点 P1, P2, P3 不共线。若该平面上直线 l 经过线

段 P1P2 上的一点，则 l 必定通过线段 P1P3 或线段 P2P3 上的一点。

证明. 如果 l 交 P1P2 于 P1 或 P2，命题显然成立。我们先考虑 E2 上的如下

问题：在坐标为 t1, t2 的平面上，直线 l̃ 由方程

t1 = t, 0 < t < 1 (I)

或

t2 = k(t1 − t), 0 < t < 1 (II)

给出。
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我们证明 l̃ 必与 P̃2P̃3 或 P̃1P̃3 交于一点。不妨设 l 与 P̃1P̃3 不交于一点，则

方程组 t2 = k(t1 − t) (II)

t1 = 0

或 t1 = t (I)

t1 = 0

在 0 ≤ t2 ≤ 1 上无解。

在情形 (I)，方程组无解，但直线 l̃ 交于 P̃2P̃3 于点 (t, 1− t)。
在情形 (II)，我们得到 −kt < 0 或 −kt > 1，即 k > 0 或 k < − 1

t
。计算t2 = k(t1 − t)

t1 + t2 = 1

得解为 t1 = 1+kt
1+k

t2 =
k(1−t)
1+k

若 k > 0，则

0 < 1 + kt < 1 + k, (0 < t < 1)

故 0 < t1 < 1。

若 k < − 1
t
，则有

0 > 1 + kt > 1 + k

故仍然有

0 < t1 =
1 + kt

1 + k
< 1

综上，在情形 (I) 与 (II)，直线 l̃ 与线段 P̃1P̃3 或 P̃2P̃3 必交于一点。

现在我们设 Pi = (xi, yi, zi), i = 1, 2, 3落在平面 α上，其上直线 l 经过 P1P2

内某一点 P。

我们的想法是通过构造从 E2 到 E3 的某一 .仿 .射 .映 .射，将上述一般情形化归
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为一开始已经证明的特殊情形（请比较平面的参数方程）。

φ : E2 −→ E3

(t1, t2) 7−→ (x(t1, t2), y(t1, t2), z(t1, t2))

x(t1, t2) = a11t1 + a21t2 + b1

y(t1, t2) = a12t1 + a22t2 + b2

z(t1, t2) = a13t1 + a23t2 + b3

在线性代数中我们将之写为

(x, y, z) = (t1, t2)
矩阵乘法·

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
+ (b1, b2, b3)

= (t1, t2) ·A+ b

要求 φ 满足条件： 
φ(0, 0) = (x1, y1, z1)

φ(1, 0) = (x2, y2, z2)

φ(0, 1) = (x3, y3, z3)

⇒


(b1, b2, b3) = (x1, y1, z1)

(a11 a12 a13) = (x2, y2, z2)− (x1, y1, z1) = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)

(a21 a22 a23) = (x3, y3, z3)− (x1, y1, z1) = (x3 − x1, y3 − y1, z3 − z1)

所以 φ 是唯一确定的。注意到 φ 满足以下的性质：

(i)φ 的像 im(φ) = α。

(ii)φ : E2 → α 是双射。

(iii)φ 把 E2 中的直线映射成平面 α 上的直线。

(iv)φ 把 E2 中 4P̃1P̃2P̃3 映射到 α 中 4P1P2P3，线段 P̃iP̃j , 1 ≤ i < j ≤ 3

映到 PiPj。

让我们先假定 (i)-(iv) 的成立。那么，我们即可知道 l 在 E2 中的原像为过线

段 P̃1P̃2 上某一点的直线，记之为 l̃0。我们关于 E2 上 4P̃1P̃2P̃3 及直线 l̃ 的讨论

知 l̃ 必经过 P̃1P̃3 或 P̃2P̃3 上某一点。所以，我们推得 l 必经过 P1P3 或 P2P3 上

某一点。

(i)：记

u = (x− b1, y − b2, z − b3)

v1 = (a11, a12, a13)

v2 = (a21, a22, a23)
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则我们有

u = t1 · v1 + t2 · v2, t1, t2 ∈ R

因为假定 P1, P2, P3 不在一直线上，故

v1 × v2 6= 0

所以得到一平面 α̃ 方程（为向量形式，请同学们自行展开成坐标形式）

u · (v1 × v2) = 0

因为对任意 t1, t2 ∈ R，我们有

(t1 · v1 + t2 · v2) · (v1 × v2) = t1 · (v1 · (v1 × v2)) + t2 · (v2 · (v1 × v2))

= 0 + 0 = 0

所以 Im(φ) 含于平面 α̃。由我们关于平面的参数方程的讨论知

u = t1 · v1 + t2 · v2, t1, t2 ∈ R

即为平面

u · (v1 × v2) = 0

的一个参数方程，故

im(φ) = α̃

再由 φ 的构造，只需验证 {P1, P2, P3} ⊂ im(φ) = α̃，由命题 2.3.2知

α̃ = α

(ii) 我们还需验证 φ 是单射

设 (t1, t2) 与 (t̃1, t̃2) ∈ E2 满足

φ(t1, t2) = φ(t̃1, t̃2)

需证：(t1, t2) = (t̃1, t̃2)，即 t̃i = ti, i = 1, 2。现

φ(t1, t2) = φ(t̃1, t̃2) ⇐⇒ t1 · v1 + t2 · v2 = t̃1 · v1 + t̃2 · v2

⇐⇒ (t1 − t̃1) · v1 + (t2 − t̃2) · v2 = 0
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由于 v1 × v2 6= 0，故 v1 与 v2 不同向（线性代数中称之为线性无关）故 t1 =

t̃1, t2 = t̃2，得证。

(iii)E2 中任意一直线可表为参数方程t1 = a1 · t+ c1

t2 = a2 · t+ c2
t ∈ R

ai, ci ∈ R，且 (a1, a2) 6= (0, 0)。将上式代入 u = t1 · v1 + t2 · v2 即得

u = (a1 · v1 + a2 · v2) · t+ (c1 · v1 + c2 · v2), t ∈ R

此为 E3 中某一直线的参数方程。

(iv) 留作习题。 �
合同公理的验证：

设有线段 AB 与 A′B′，我们规定若 |AB| = |A′B′|，则 AB ≡ A′B′。写成坐

标形式，即

A = (x0, y0, z0), B = (x1, y1, z1)

A′ = (x′0, y
′
0, z

′
0), B

′ = (x′1, y
′
1, z

′
1)

则

AB ≡ A′B′ ⇐⇒ |(x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0)| = |(x′1 − x′0, y′1 − y′0, z′1 − z′0)|

⇐⇒ (x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2 =

(x′1 − x′0)2 + (y′1 − y′0)2 + (z′1 − z′0)2

我们先讨论一下有关“侧”的概念：

（1）设有直线 l 及 l 上一点 P，则点 P 将 l 分成两侧，其精确定义可由如下

陈述给出：任取 l 上一点 Q 6= P，则对于直线 l 不同于 P 的点 R 必满足且只满

足以下两种可能之一：

(a)−→PR = λ ·
−−→
PQ, λ > 0

(b)−→PR = λ ·
−−→
PQ, λ < 0

我们将分别满足 (a) 或 (b) 的点集称为 l 关于 P 的一侧。P 与其中一侧构成

一射线。
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（2）设有平面 α 及 α 上一直线 l，则直线 l 将 α 分为两侧：

任取 P 6= Q ∈ l，则对于平面 α 上不落在 l 上的点 R 必满足且只满足以下

两种可能之一：

(a) 有向平行四边形 PQSR 有向面积取正号

(b) 有向平行四边形 PQSR 有向面积取负号

如果平面 α 由方程 z = 0 定义，则我们可利用二阶行列式来判断有向面积的

符号：

设 P = (x0, y0, 0), Q = (x1, y1, 0), R = (x2, y2, 0)，则 PQSR 的有向面积为

x1 − x0 y1 − y0
x2 − x0 y2 − y0

若在一般情形，我们可借助于平面 α 外一个点 P ′，通过计算向量
−−→
PQ,

−→
PR,
−−→
PP ′

构成的平行六面体的有向体积来判断。此时我们需计算一个三阶行列式：

设 P = (x0, y0, z0), Q = (x1, y1, z1), R = (x2, y2, z2), P
′ = (x3, y3, z3) 则我们

计算

(
−−→
PQ×

−→
PR) ·

−−→
PP ′ =

xi − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0
x3 − x0 y3 − y0 z3 − z0

更几何一点，如
−−→
PP ′ ⊥ α，我们通过判断 {

−−→
PQ,

−→
PR,
−−→
PP ′} 是构成右手螺旋

系，还是左手螺旋系来定直线 l 在平面 α 上的两侧。

（3）设有平面 α（在 E3 中），则平面 α 把 E3 中不落在 α 上的点分为两侧：

任意取定 α 上不共线三点 O,P,Q，则平面外一点 R 必满足且只满足以下两

者之一：

(a) 有向平行六面体的有向体积

V (
−−→
OP,

−−→
OQ,

−−→
OR) = (

−−→
OP ×

−−→
OQ) ·

−−→
OR

取正号。

(b) 有向平行六面体的有向体积 V (
−−→
OP,

−−→
OQ,

−−→
OR) 取负号。
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现在我们考察直线 l0 由 y = 0, z = 0 定义。我们有自然的映射

φ :E1 −→ E3

t 7−→ (t, 0, 0)

φ 可以理解为 l0 的参数化。总之 φ 诱导了双射

φ : E1 ∼−→ l0

且 φ 保持长度（注：E1 上我们有自然的内积），所以我们可以等同 E1 和 l0。关

于线段迁移公理的验证，我们只需证明如下

命题 2.3.6 设 l 上线段 AB 及 l0 关于点 O = (0, 0, 0) 的一侧，必存在唯一

直线 l0 上一点 P，使得

AB ≡ OP.

反之，给定 l0 上一点 P 及 l 关于点 A 的一侧，则存在唯一点 B ∈ l，使得

OP ≡ AB.

证明. l0 关于 O 的两侧可由 φ−1(R)的正负号来判定。若取的一侧为正号，则

定义 P = φ(|AB|)。反之，则定义 P = φ(−|AB|)。根据合同的定义，及 φ 的保

距性质，P 是唯一的。我们将逆方向的证明留作习题。 �

现在我们处理 .角 .的 .迁 .移公理。首先角是指一个点 O 及 O 点为端点不在同

一直线上的两个射线组成的二元组 ∠(h, k)。注意这是无序二元组，即 ∠(h, k) =
∠(k, h)。首先我们任意的一个这样二元组 ∠(h, k)，我们有一个唯一的实数 ∈ (0, 1)
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对应于它：任取射线 h 上一点 P，及 k 上一点 Q，则数

−−→
OP ·

−−→
OQ

|
−−→
OP | · |

−−→
OQ|

不依赖于 P

和 Q 的选取（习题），亦不依赖于 P 与 Q 的顺序（这就是我们熟悉的角的余弦）。

先设有角 ∠(h, k) 与角 ∠(h′, k′)，若有上述两角的余弦相等，我们规定

∠(h, k) ≡ ∠(h′, k′)

即两角合同。

考察

ψ : E2 ∼−→ α0 = {z = 0} ⊂ E3

↓ ↓
(t1, t2) 7−→ (t1, t2, 0)

ψ 保持内积：∀(t1, t2), (s1, s2) ∈ E2 则有

〈(t1, t2), (s1, s2)〉 = 〈ψ(t1, t2), ψ(s1, s2)〉

命题 2.3.7 设有 α 平面一角 ∠(h′, k′)，以及平面 α0 上关于直线 l0 = {y =

z = 0} 的一侧，则存在唯一一条过 O 的射线 k 落在关于 l0 给定的一侧，使得 k

同以 O 为顶点的另一给定射线 h = {(x, 0, 0)|x > 0} 构成的角

∠(h, k) ≡ ∠(h′, k′).

反之，给定 α0 上以 O 为顶点的角 ∠(h, k)，及 α 上关于以 O′ 为端点的射线 h′

的一侧，则存在唯一的以点 O′ 为顶点的射线 k′，使得

∠(h′, k′) ≡ ∠(h, k).

证明. 根据平面上关于给定直线的侧的讨论，我们知道 α0 关于 l0 的两侧可

以由 {(x, y, 0)|y > 0} 和 {(x, y, 0)|y < 0} 给出。不妨设 y > 0，关于 y < 0 一侧

的讨论完全类似。设 ∠(h′, k′) 的余弦为 a ∈ (0, 1)，则容易计算射线

k = {(t, b · t, 0)|t > 0}

b =

√
−1 + 1

a2
=
√
a2 − 1a > 0
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与 h′ 构成的角 ∠(h, k) 其余弦正好为 a，故

∠(h, k) ≡ ∠(h′, k′)

另一方面，若射线 k̃ 其顶点为 O，且落在 k 同侧，且

∠(h, k) ≡ ∠(h′, k′)

任取点 P = (x, y, 0) ∈ k̃ 则

(1, 0, 0) · (x, y, 0)
|(1, 0, 0)| · |x, y, 0|

= a⇔


√
1− a2x = ±ay

x > 0

因为我们规定 k̃ 与 k 同侧，故 y > 0，故

⇔


√
1− a2x = ay

x > 0

故点 P ∈ k。由于 P 任意，k̃ ⊂ k，故 k̃ = k，唯一性得证。我们将逆方向的证明

留作习题。 �

命题 2.3.8 设 4ABC 与 4A′B′C ′ 由下列合同式

AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′,∠BAC ≡ ∠B′A′C ′

则也有合同式

∠ABC ≡ ∠A′B′C ′

证明. 该问题等价于说给定 4ABC 的两边长及夹角的余弦，计算另外（任意
一角）的余弦。

首先我们确定
−−→
BC 的长度。设 |

−−→
AB| = c, |

−→
AC| = b 以及

cos θ =
−−→
AB ·

−→
AC

|
−−→
AB| · |

−→
AC|

⇐⇒
−−→
AB ·

−→
AC = cos θ · b · c
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则

−−→
BC =

−−→
BA+

−→
AC

⇒
−−→
BC ·

−−→
BC = (

−−→
BA+

−→
AC) · (

−−→
BA+

−→
AC)

=
−−→
BA ·

−−→
BA+

−→
AC
−→
AC + 2

−−→
BA ·

−→
AC

= c2 + b2 − 2b · c · cosθ

故 |
−−→
BC| =

√
c2 + b2 − 2b · c · cos θ。

其次确定
−−→
BC ·

−−→
BA

−−→
BC ·

−−→
BA = (

−−→
BA+

−→
AC) · (

−−→
BA)

=
−−→
BA ·

−−→
BA+

−→
AC ·

−−→
BA

= c2 − b · c · cosθ

综合起来，得角 β 的余弦为

−−→
BC ·

−−→
BA

|
−−→
BC| · |

−−→
BA|

=
c2 − b · c · cosθ

c ·
√
b2 − 2b · c · cosθ + c2

=
c− b · cosθ√

b2 − 2b · c · cosθ + c2

该公式推得命题。 �
平行公理的验证：

命题 2.3.9 设 l 为任一直线，P 为直线 l 外任一点，则在 l 与 P 确定的平

面上，存在唯一一条直线 l′ 过 P，且与 l 不相交。

注记 2.3.2 由命题 2.3.2和命题 2.3.3知 l 与 P 确定一个平面 α，使得 P ∈
α, l ⊂ α。

证明. 首先我们证明 α = α0 的情形，即先考察 E2 以及 l0 = {(x, 0)|x ∈ R} ∼=
E1

设 P0 = (x0, y0) 为其坐标，则过点 P0 .所 .有的直线方程 ax+ by+ c = 0 给出。

其中 a, b, c 满足 ax0 + by0 + c = 0(y0 6= 0) 且 a, b, c 不同时为 0。考察联立方程组y = 0

ax+ by + c = 0

得知：当且仅当 a = 0 方程组无解。即直线 {y = y0} 为唯一与 l0 不相交且过 P0

的直线。
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对于一般情形，我们仿照命题 2.3.5的证法，构造线性映射

φ : E2 ∼−→ α ⊂ E3

使得 φ(P0) = P

φ(l0) = l

由在 E2 上的关于 l0 及 P0 的讨论，我们可推得存在唯一过 P 的直线落在 α 上，

且与 l 不相交。细节留作习题。 �
连续公理的验证：

由上述的讨论知（特别是命题 2.3.6），关于线段的讨论可化归为 l0 ∼= E1 上

的讨论。此时 V1（即阿基米德公理）成立是由于实数的 .阿 .基 .米 .德 .性 .质：对任意给
定的 a > 0, b > 0，∃ 正整数 n，使得

(∗) na > b

注意到存在 .不 .满 .足 .阿 .基 .米 .德 .性 .质的全序数系，比如希尔伯特在其著作《几何基础》
第二章 12 节中给出了这样的一个例子。
为了说明 V2（直线完备公理）我们需要下面的代数引理：

引理 2.3.10 设 R̄ 为一阿贝尔群满足以下条件：
(i)R̄ 上具有全序结构 �，且与加法相容（即 (∗∗)），且满足阿基米德性质 (∗)。

(∗∗) a > b⇒ a+ c > b+ c, ∀a, b, c ∈ R̄

(ii)R 作为阿贝尔子群含于 R̄，且 R̄ 的序结构诱导 R 上原来的序结构。可记为
(R,+, <) ≤ (R̄,+, <)
则 R̄ = R。

证明. 反证。设存在 a ∈ R̄\R。显然 a 6= 0。若 a < 0，则 a 的加法逆，即

−a > 0。（如果 −a < 0，则由 (∗∗)0 = a+ (−a) < 0 + 0 = 0，矛盾）故我们不妨
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假定 a > 0。我们考察 N(⊂ R ⊂ R̄) 和子集

{n · a , a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n

|n ∈ N}

的大小关系。由阿基米德性质 (∗) 得知，对任意给定 n ≥ 1，存在唯一的 m ∈ N
使得

m ≤ n · a < m+ 1

由于 m =
m

n
+ · · ·+ m

n︸ ︷︷ ︸
n

，故有 (∗∗) 得

m

n
≤ a < m+ 1

n

由实数的构造得知 a ∈ R，矛盾。 �

命题 2.3.11 直线完备性公理成立。

证明. 我们知道 l0 ∼= E1 = R，我们将 l0 的扩充 l̄0 诱导出集合 R，记为 R̄。
由于 l̄0 仍然满足顺序公理与合同公理，那么 R̄ 具有加法运算，且是群，具有序
结构。这些结构是 R 上相应结构的扩充。由于 l̄0 仍然满足阿基米德公理，所以

R̄ 上的扩充加法与序结构满足阿基米德性质。由引理 2.3.10得知，这样的扩充只
能是本身，得证。 �

定义 2.3.2 设 S 6= {0} ⊂ R 的非空子集。若 S 在四则运算下封闭，则称 S

为 R 的子域。

定义 2.3.3 给定平面 E2 上点的子集，它包括 (0, 0) 及 (1, 0)。则经下列方

法得到的点，直线和圆称为可构造点，直线和圆:
(i) 连接两可构造点作直线
(ii) 从一可构造点为圆心过另一可构造点作圆
(iii) 可构造直线之间，圆之间或直线与圆的焦点为新可构造点。
如果 (a, 0) 为可构造点，则称 a 为 .可 .构 .造 .数。

命题 2.3.12 A = {a ∈ R|a可构造数} 在四则运算下封闭。

命题 2.3.13 cos20◦ /∈ S，故 S 6= R。

命题 2.3.14 设 S3 = {(x, y, z)|x, y, z ∈ S} ⊂ R3 = E3，则 S3 满足希尔伯

特公理化体系所有公理，但除了直线完备性公理。

注记 2.3.3 直线方程，平面方程的系数均落在 S 中。
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方程与图形

我们在生活中看到的图形远不止直线与平面，很多是弯曲的。E3 这个模型为

我们提供了表达曲线，曲面，进而利用更高级的数学工具研究这些图形的几何的

机会。例如

在一个 .曲 .面（的局部），我们把它上面的点坐标的 z 分量看成 x, y 分量的函数，即

对 (x, y) ∈ D，定义函数 f(x, y) 即为曲面上以 (x, y) 为 x, y 坐标的点（我们假定

这样的点唯一）的 z− 坐标值。这时，我们得一 .方 .程：

F (x, y, z) = 0

其中 F (x, y, z) = z − f(x, y)。
方程和图形紧密相关。例如，f(x, y) ≡ c，c 为常值，则上述曲面为一平面。

更一般只要 f(x, y) 形如 ax + by + c，a, b, c 常值，F (x, y, z) = 都定义了一平面

（区域）。当

f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 + d, a, b, c, d ∈ R

这个曲面就会弯曲，但其形状与 a, b, c 的取值有关。

例 2.3.1 .椭 .圆 .抛 .物 .面

z =
x2

a2
+
y2

b2
, a, b 6= 0

称为椭圆抛物面，是因为

（1）z = h，h 变动截该面得（退化的）椭圆；

（2）x = 0 和 y = 0 平面截该面得两抛物线，且开口方向一致。

.双 .曲 .抛 .物 .面（马鞍面）

z =
x2

a2
− y2

b2
, a, b 6= 0
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称为双曲抛物面，是因为

（1）z = h, h ∈ R 截该面得（退化的）双曲线；
（2）x = 0 和 y = 0 截得两抛物线，且开口方向相反。

椭圆抛物面 双曲抛物面（马鞍面）

定义 2.3.4（多项式）
(i) 一元 n 次多项式

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an, a0, · · · , an ∈ R, a0 6= 0

n 称为次数。

(ii) 二元 n 次多项式 ∑
i+j≤n

aijx
iyj , aij ∈ R

且存在某 aij 6= 0, i+ j = n。

(iii) 三元 n 次多项式 ∑
i+j+k≤n

aijkx
iyjzk, aijk ∈ R

且存在 aijk 6= 0, i+ j + k = n。

我们可以想象，当 f(x, y) 的某一多项式且其次数在变大的时候，方程 z =

f(x, y) 所对应的图形会越来越复杂。注意到我们可以考察一般的多项式方程

F (x, y, z) = 0

所对应的解集空间。当 F (x, y, z) 为一次的时候，它所对应的图形即为平面。那

么当 F (x, y, z) 为二次的时候，它所对应的图形都应该是什么样子的呢？我们在

例 2.3.1中见过两个例子。显然这不是全部的可能性。比如球面！让我们看一下更
多的例子。
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例 2.3.2 考察

Ft(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
− t = 0

其中 a, b, c ∈ R 且不为 0，t ∈ R。
t > 0 .单 .叶 .双 .曲 .面

z = 0⇒ x2

a2
+
y2

b2
= t

t = 0 .锥 .面

z = 0⇒ x2

a2
+
y2

b2
= 0

⇐⇒ x = y = 0

t < 0 .双 .叶 .双 .曲 .面

z = 0⇒ x2

a2
+
y2

b2
= t < 0

⇒ x, y 无解。

单叶双曲面 锥面 双叶双曲面

例 2.3.3 考察

Ft(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+ t

z2

c2
− 1 = 0

t > 0 .椭 .球 .面
t = 0 .椭 .圆 .柱 .面
t < 0 .单 .叶 .双 .曲 .面
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例 2.3.4 大家学过平面二次曲线分为三类：椭圆，抛物线，双曲线，它们的
代表方程形如

(i)x2

a2
+ y2

b2
− 1 = 0, a, b ∈ R, a 6= 0

(ii)x2 − ay = 0, a 6= 0

(iii)x2

a2
− y2

b2
− 1 = 0, a, b ∈ R, a 6= 0

注意到若把 (i)−(iii) 看成三元方程，则它们分别定义了 .椭 .圆 .柱 .面， .抛 .物 .柱 .面
和 .双 .曲 .柱 .面。

椭圆柱面 抛物柱面 双曲柱面

可以预见，当 F (x, y, z) 的次数变大的时候，方程

F (z, y, z) = 0

对应的图形会越来越复杂，研究这些图形的几何可以从 .局 .部几何性质和 .整 .体几何
性质来分别研究。那什么是局部性质，又哪些是整体的性质呢？在上面的例子中，

平面（即一次曲面）与所有二次曲面（即 F 次数为二次）有明显差别。因为平面

在任意一点附近都是“平”的，而二次曲面任一点附近都是“弯”的。即使二次

曲面是弯的，但互相间也有区别。比如椭球面处处是凸的，而双曲抛物面处处有

凸有凹，精确地描述在局部上曲面各种弯曲的不同需要到《 .微 .分 .几 .何》中 .第 .二 .基

.本 .形 .式的学习。但我们注意到这样的事实：在曲面上任一点，当该点的邻域取得
充分小时，该曲面非常接近于一平面，这是曲面在该点的切平面，切平面是曲面

在该点的一阶近似（逼近）：

更进一步，我们也可考虑曲面在该点的二阶近似，这是比一阶近似更好的近

似。当然，如果曲面是平面，一阶近似是退化的二阶近似。当曲面由 F (x, y, z) = 0，

其中 F 为多项式，一阶近似与二阶近似可以如下得到：
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设 P = (x0, y0, z0)属于该曲面，即 F (x0, y0, z0) = 0。我们考察：F (x−x0, y−
y0, z − z0)。注意到 n 次多项式 F (x, y, z) 变形为

F (x− x0, y − y0, z − z0) =
∑

i+j+k≤n

aijk(x− x0)i(y − y0)j(z − z0)k

=
∑

i+j+k≤n

a′i,j,kx
iyjzk , F ′(x, y, z)

F ′(x, y, z) 仍为次数 n，且 a′0,0,0 = 0，即常数项为 0。所以

F ′(x, y, z) = a′100x+ a′010y + a′001z︸ ︷︷ ︸
I

+

II

a′200x2 + a′110xy + a′101xz+

a′020y
2 + a′011yz + a′002z

2+

+高阶项

那么 I = 0 则为曲面 F ′(x, y, z) = 0 在 (0, 0, 0) 处的一阶近似，I+II= 0 则为

F ′ = 0 在 (0, 0, 0) 的二阶近似。

所以 I(x + x0, y + y0, z + z0) = 0 为原曲面 F = 0 在 P 点的一阶近似，

(I + II)(x+ x0, y + y0, z + z0) = 0 为原曲面在 P 点的二阶近似。

曲面的 .整 .体几何性质是那些只观察一点附近得不到的几何性质，比如：椭球
面与椭圆抛物面由不同的整体性质，虽然两者都是处处为凸的。椭球面是可以放

进某个足够大半径的球里（即有界），而椭圆抛物面却做不到这一点（即无界），

精确的描述需要用到《 .拓 .扑 .学》中的 .紧 .性的概念。又如单叶双曲面与双叶双曲面
都是无界的，但是单叶双曲面上的任何两点可以通过某个曲线段连接，而双叶双

曲面做不到这一点（这就是单叶与双叶这个名字的来源）。这就牵涉到《 .拓 .扑 .学》
中的 .连 .通（道路连通）的概念。以上这些内容都已大大超出了《几何原本》中的
几何内容。综上所述，三维欧氏空间的引入不仅使欧几里得在《几何原本》中的

几何有了一个更为好用的数学模型，而且大大拓宽几何学的内容。

很好。但是，几何学究竟是什么呢？
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习题

1. 证明下列命题：
（1）反射不是平移。
（2）两个反射的复合是平移当且仅当两个反射平面平行。
并尝试回答问题：三个反射的复合有可能是平移吗？

2.（1）设 O,P,Q,R 为平面上不同的四点，证明 P,Q,R 三点共线当且仅当

存在不全为零的实数 α, β, γ 满足 α+ β + γ = 0，使得

α ·
−−→
OP + β ·

−−→
OQ+ γ ·

−−→
OR = 0

（2）试用（1）证明如下命题：设 −−→OP,−−→OQ 为平面上不平行（即不同向亦不反
向）的两个向量，则对于平面上任一向量

−−→
OR，存在唯一的实数组 (α, β) 使得

−−→
OR = α ·

−−→
OP + β ·

−−→
OQ

3. 已知平行四边形的对角线 −→AC = ~a,
−−→
BD = ~b，利用向量运算表达

−−→
AB,

−−→
BC,

−−→
CD,

−−→
DA。

4. 已知平行四边形的边 BC 和 CD 的中点分别为 K,L，且
−−→
AK = ~k,

−→
AL = ~l，

利用向量运算表达
−−→
BC,

−−→
CD。

5. 设 P1, P2, · · · , Pn 是以 O 为中心的圆周上的 n 等分点，证明向量恒等式：

−−→
OP1 +

−−→
OP2 + · · ·+

−−→
OPn = ~0

6. 利用向量代数试证：在给定 4OAB 的三边所在直线 AB,OB,OA 上各取

一点 P,Q,R，则三点 P,Q,R 共线的充要条件是

−−→
OR
−→
RA
·
−→
AP
−−→
PB
·
−−→
BQ
−−→
QO

= −1

7. 利用向量代数证明：三角形的三条中线相交于一点。
8. 证明：

−−→
AB ·

−−→
CD +

−−→
BC ·

−−→
AD +

−→
CA ·

−−→
BD = 0

9. 设 a,b, c,x 为四个向量，试证：

(x− a) · (b− c) + (x− b) · (c− a) + (x− c) · (a− b) = 0,

并且由此证明三角形三边上的高交于一点。

10. 设 x，y 为两个向量，证明柯西不等式：

(x · x)(y · y) ≥ (x · y)2
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11. 直接利用定义 2.2.1中的“+”，“·”的定义验证加法结合律，交换律，中
心元、逆元的存在，加法和数乘的分配律，以及数乘的结合律。

12. 证明：在定义 2.2.2中引进的 R3 上的运算满足如下法则：

(i)（正定性）∀(x, y, z) ∈ R3, (x, y, z) · (x, y, z) ≥ 0。= 0 当且仅当 (x, y, z) =

(0, 0, 0)

(ii)（对称性）∀(x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ R3

(x, y, z) · (x′, y′, z′) = (x′, y′, z′) · (x, y, z)

(iii)（双线性性）∀λ, µ ∈ R, (x, y, z), (x′, y′, z′), (x′′, y′′, z′′) ∈ R3

(λ · (x, y, z) + µ · (x′, y′, z′)) · (x′′, y′′, z′′)

=λ · ((x, y, z) · (x′′, y′′, z′′)) + µ · ((x′, y′, z′) · (x′′, y′′, z′′))

13. 已知 a = (3, 5, 7), b = (0, 4, 3), c = (−1, 2,−4)，对下面的各组 (x,y)，
求 x · y, |x|, |y| 和 ∠(x,y)（即 x,y 的夹角）：
（1）x = 3a + 4b−c, y = 2b + c；
（2）x = 4a + 3b + 2c, y = a + 2b−c。
14. 利用柯西不等式和欧氏空间证明：设 ai > 0, i = 1, 2, · · · , n, 则有不等式

(a1 + a2 + · · ·+ an)(
1

a1
+

1

a2
+ · · · 1

an
) ≥ n2.

15. 设 ∆ABC 在平面中的坐标为 A(0, y), B(0, 0), C(x, 0) 且 x, y > 0。求

∆ABC 的外心坐标。

16. A′(2, 1), B′(6, 3), C ′(3, 5) 是坐标平面 xOy 上的三个点, 点 A,B,C 分别

是线段 CC�, AA�, BB� 的中点, 求 ∆ABC 的重心坐标。

17. 由外积的定义和几何意义，证明
（1）u× (v + w) = u× v + u×w, ∀u,v,w ∈ V；
（2）(λ · u)× v = u× (λ · v) = λ · (u× v), ∀λ ∈ R, ∀u,v ∈ V。
18. 利用直角坐标系证明二重外积展开式：

a× (b× c) = (a · c) · b− (a · b) · c.

19. 求顶点为 P1(1, 2, 3), P2(2, 4, 1), P3(1,−3, 5), P4(4,−2, 3) 的四面体的体

积。

20. 证明：如果 a× b + b× c + c× a = 0，那么 a,b, c 共面。
21. 求解以下三阶行列式：

（1）

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣；
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（2）

∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b c c

a b+ c a

b b c+ a

∣∣∣∣∣∣∣∣。
22. 在四边形 ABCD 上，取 W,X, Y, Z 使得

−−→
WA =

−−→
Y C,

−−→
XB =

−−→
ZD。证明:

四边形 ABCD 和四边形 WXY Z 面积相等。

23. 回顾直线即约形式的讨论，验证 a 6= 0⇔ III, b 6= 0⇔ II, c 6= 0⇔ I
24. 设直线 li,i = 1, 2 由 x+ aiz + bi = 0

x+ ciz + di = 0.

给出，证明 l1 = l2 当且仅当 a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2, d1 = d2。

25. 写出下列直线方程的即约形式和相应的参数方程：

(1)

x+ z + y + 3 = 0

2x+ 3y − z + 1 = 0.

(2)

x− y + 1 = 0

z + 1 = 0.

(3)

3x− y + 2 = 0

4y + 3z + 1 = 0.

26. 设直线 A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

有参数方程为 (x, y, z)−(x0, y0, z0) = t(a, b, c),t ∈ R。证明：(a, b, c)·(Ai, Bi, Ci) = 0

(i = 1, 2)。
27. 回顾命题 2.3.2的证明，讨论 B 6= 0 和 C 6= 0 情形的即约形式与相对应

的参数方程。

28.(1) 对于三维欧氏空间中向量 u,v，证明：若 u × v = 0, 则存在 λ ∈ R，
u = λv。

(2) 给定平面的法向量 −→n，以及平面上的一点 P0，我们可以定义平面方程的

向量形式：

((x, y, z)− P0) · −→n = 0.

证明: 该方程确实对应一平面，且平面的任意代数方程 Ax+By+Cz+D = 0 满

足 −→n × (A,B,C) = 0。

(3) 给定不共线的三点 P,Q,R, 求它们所在平面的平面方程的向量形式。
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(4)给定不共线的三点 P,Q,R,若有两平面 Aix+Biy+Ciz+Di = 0,(i = 1, 2)
都包含这三点。证明: A1A2, B1B2, C1C2 不可能都为 0。从而得到包含这三点的
平面的唯一性的完整证明。

29. 三维欧氏空间中，设 u,v 是两向量，满足 u× v 6= 0，P (x0, y0, z0) 为一

点。

(1) 证明：集合 {t1u + t2v + P |(t1, t2) ∈ R2} 是一平面。
(2) 若 Ax+By + Cz +D = 0 为 (1) 中平面的方程，证明:(A,B,C) · u = 0，

(A,B,C) · v = 0。

30. 求经过直线 2x+ 3y − 2z − 9 = 0

3x− 2y + 3z − 1 = 0

和点 (1, 2, 1) 的平面方程。

31. 给定直线 l : x+1
−2

= y−1
1

= z+2
−3

, 求:
(1) 过 l 平行于 Z 轴的平面。

(2) l 在 XY 平面的投影。

32. 设 l 为 E3 中一平面 α 上一直线, P 为 α 上但不在 l 上的一点。令

l0 = {(x, 0)|x ∈ R} 为 E2 中 X 轴对应的直线, P0 为 l0 外 Y 轴上一点，构造线

性映射

φ : E2 ∼=−→ α ⊂ E3

满足 φ(直线) =直线，φ(P0) = P，φ(l0) = l。

33. 求下列平面的方程
(1) 过点 (0,−1, 4)，法向量为 (2,−1, 0)。
(2) 过点 (−1,−5, 4)，平行于平面 3x− 2y + 5 = 0。

(3) 过点 (1, 3, 5)，(−1,−2, 3)，(2, 0,−3)。
(4) 过点 (0,−1, 3) 和 Y 轴。

34. 利用合同的定义及命题 2.3.6验证 III1-3( .线 .段 .迁 .移公理)。
35. 利用角合同的定义与命题 2.3.7验证 III4，注意 .角 .内 .部的定义和在公理中

的要求。

36.(1) 求点 (−1,−3, 5) 到直线 x−1
2

= y−1
3

= z+1
3
的距离。

(2) 求点 (0, 2, 1) 到平面 2x− 3y + 5z − 1 = 0 的距离。

37. 证明 R 中任一子域必包含全体有理数 Q。Q 是 R 中最小的子域。
38. 试证明命题 2.3.12，命题 2.3.13和命题 2.3.14。
39. 已知单叶双曲面 x2

4
+ y2

9
− z2

4
= 1，求平行于平面 y = 0 且与曲面的交线

是一对相交直线的平面方程。
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第三章 刚体变换

空间中的图形五花八门。比如黑板下方有两个黑板擦，我们习惯上称这两个

黑板擦“一样”，如果我们把其中一个移到另一个的位置上，它们能够“ .重 .合”。事
实上，平面几何中的两个三角形全等即是我们上述意义的一样。几何学可以说是

在规定好“一样”的前提下，对几何图形进行分类。

E3 中的一个图形有两个基本信息： .位 .置和 .形 .状。粗略的说：E3 的一个 .刚 .体

.变 .换 .只 .改 .变图形的 .位 .置， .不 .改 .变 .形 .状。E3 中的两个图形 A 和 B 称为 .合 .同的（或
全等的），若存在 E3 的一个刚体变换将 A 映到 B。

定义 3.0.1 设 X 为集合，我们把集合 X ×X 上的每一个子集 R 称为集合

X 上的一个关系。若 (x, y) ∈ R ⊂ X ×X，我们称 x 和 y 有关系 R，记为

x
R∼ y

我们把关系 R 称为 .等 .价 .关 .系，若它满足如下三条：
（1）自反性：∀x ∈ X, x R∼ x

（2）对称性：∀x, y ∈ X，若 x
R∼ y 则 y

R∼ x

（3）传递性：∀x, y, z ∈ X，若 x
R∼ y，y

R∼ z，则 x
R∼ z

等价关系的一些例子：

例 3.0.1（0）平凡关系，即自己仅与自己等价。此时 R 为 X ×X 的对角线。
（1）整数上的同余关系
固定自然数 n。两整数 a, b ∈ Z 称为关于 n 同余，若 a− b 被 n 整除，记为

a
n∼ b。容易验证关于 n 同余是集合 Z 上的等价关系。
（2）E3 中三角形的合同关系

X = {4ABC|A,B,C ∈ E3为不同的点}。我们称

4ABC ≡ 4A′B′C ′

若有合同式

AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′, BC ≡ B′C ′

71
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成立。（详见第二章（2.5.1）节）根据希尔伯特的合同公理，三角形的合同关系为
一等价关系。

（3）设 f : X → Y 为集合 X 和 Y 间的映射。我们令 x1
f∼ x2, x1, x2 ∈ X 若

f(x1) = f(x2) 成立，。则容易验证 x1
f∼ x2 为 X 上的一个等价关系。

（4）设 X 为集合 {Xi}i∈I 为 X 中的子集族（即 ∀i ∈ I, Xi ⊂ X）满足

(∗) X = qi∈IXi

即 Xi ∩ Xj = ∅, i 6= j 且 X =
⋃
i∈I Xi。对于 x, y ∈ X，令 x ∼ y 若 ∃i 使得

x, y ∈ X。容易验证此为等价关系。R 对应的分拆中的每个子集称为关于 R 的 .等

.价 .类。

对于集合 X 与其上的一个等价关系
R∼，我们有自然满射

π : X → X/
R∼, x 7→ [x]�

其中 [x] 是指 x 的等价类。现在我们令 X = {A|A ⊂ E3是子集}。我们想要说明
合同是 X 上的一个等价关系。为此，我们需要给出刚体变换准确的数学定义。

3.1 刚体变换

定义 3.1.1 设 X 为集合。我们称函数

d : X ×X −→ R

为距离函数，若 d 满足如下三条：

(i) 正定性：d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 当且仅当 x = y

(ii) 对称性：d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ X
(iii) 三角不等式：d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), ∀x, y, z ∈ X

例 3.1.1 平凡距离函数

dtr : X ×X −→ R

定义为

dtr(x, y) =

0, x = y,

1, x 6= y

现在我们定义 E3 上自然的距离函数：

dE : E3 × E3 −→ R
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Pi = (x1, yi, zi), i = 1, 2

dE(P1, P2) , |(x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2)| (= |
−−−→
P2P1|)

=
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2

定义 3.1.2 我们称 φ : E3 → E3 为刚体变换，若 φ 满足以下两个条件：

（1）φ 保持距离 dE，即 ∀P,Q ∈ E3

dE(φ(P ), φ(Q)) = dE(P,Q)

（2）φ 保持定向，即令 ẽi = φ(ei)− φ(0)，则 V (ẽ1, ẽ2, ẽ3) > 0。

上述定义中（2）用通俗的话说就是将右手螺旋系映为右手螺旋系。由（1）得
到刚体变换必定是单射，我们将在后文证明它其实是双射。我们从定义上，也容

易知晓刚体变换的复合仍然是刚体变换。我们看些简单的刚体变换。

例 3.1.2（1）平移
任取定 E3 中向量 u0 = (x0, y0, z0)。定义平移

Tu0
:E3 −→ E3

↓ ↓

u 7−→ u+ u0

写成坐标形式为

Tu0
(x, y, z) = (x+ x0, y + y0, z + z0)

我们验证：

(i)

dE(Tu0
(P ), Tu0

(Q)) = dE(P,Q), ∀P,Q ∈ E3

事实上

dE(Tu0
(P ), Tu0

(Q)) = |
−−−−−−−−−−→
Tu0

(Q)Tu0
(P )|

= |(Q+ u0)− (P + u0)|

= |Q− P |

= dE(P,Q)

(ii)Tu0
保持定向。这是显然的。Tu0

把点 P 处的右手螺旋系送到点 Q = P+u0

处的右手螺旋系。从另一角度来看，右手螺旋系（或左手螺旋系）是关于向量间

的性质，而平移是不改变向量的。



74 第三章 刚体变换

（2）旋转
我们来看一个最容易表达的旋转：围绕 z 轴，转动 θ0 角度（如图示）

Rθ0(x, y, z) = (cosθ0 · x− sinθ0 · y, sinθ0 · x+ cosθ0 · y, z)

验证：

(i)

dE(Rθ0(P ), Rθ0(Q)) = dE(P,Q)

事实上

(dE(Rθ0(P ), Rθ0(Q)))2

=〈Rθ0(Q)−Rθ0(P ), Rθ0(Q)−Rθ0(P )〉

=〈Rθ0(Q− P ), Rθ0(Q− P )〉

=|(cos θ0 · (x2 − x1)− sin θ0 · (y2 − y1), sin θ0 · (x2 − x1) + cos θ0 · (y2 − y1), z2 − z1)|2

= cos2 θ0(x2 − x1)2 − 2 cos θ0 · sin θ0(x2 − x1)(y2 − y1) + sin2 θ0(y2 − y1)2

+ sin2 θ0(x2 − x1)2 + 2 cos θ0 · sin θ0(x2 − x1)(y2 − y1) + cos2 θ0(y2 − y1)2

+(z2 − z1)2

=(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 = (dE(P,Q))2

因为 dE(Rθ0(P ), Rθ0(Q)), dE(P,Q) ≥ 0，所以 dE(Rθ0(P ), Rθ0(Q)) = dE(P,Q)。

(ii)Rθ0 保持定向。
这从几何上看是显然的。这里，我们做一个简单的计算：

我们只需判断

(Rθ0(e1)×Rθ0(e2)) ·Rθ0(e3)
?
> 0
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为此，我们计算三阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣
cos θ0 sin θ0 0

− sin θ0 cos θ0 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (cos2θ0 + sin2θ0) = 1 · 1 > 0

在例 3.1.2（2），我们观察了关于 z 轴的旋转，它是一个刚体变换。大家肯定

注意到，我们若将旋转轴换成任意一个方向，这样的变换也应该是刚体变换。是

的，的确是这样。事实上，我们将说明任一刚体变换都是某一平移复合上关于某

个方向的旋转（或者也可以说旋转复合上平移）。在此之前，我们先得到刚体变换

的代数表达。

令 φ : E3 −→ E3 为一刚体变换。设 φ(O) = O′。我们考察复合

φ̃ : E3 ϕ−→ E3 T−O′
−→ E3

φ̃ 仍为一刚体变换，且

φ̃(O) = T−O′ ◦ φ(O) = T−O′(O′) = O,

故

dE(φ̃(u), φ̃(O)) = dE(u,O)⇒ |φ̃(u)| = |u|

其中 u 为 E3 中任意向量。

引理 3.1.1 设 u, v 为任意两个向量。下式成立：

〈φ̃(u), φ̃(v)〉 = 〈u, v〉.

证明. 我们断言

|φ̃(u+ v)| = |φ̃(u) + φ̃(v)|.
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我们设 u =
−→
OA, v =

−−→
OB。我们有平行四边形 OACB。令 A′ = φ̃(A), B′ = φ̃(B)，

得平行四边形 OA′C ′B′。那么，我们有

u+ v =
−−→
OC, φ̃(u) + φ̃(v) =

−−→
OC ′.

注意到，由 φ̃ 的保距性质，我们有

|
−−→
AB| = |

−−→
A′B′|, |

−→
OA| = |

−−→
OA′|, |

−−→
OB| = |

−−→
OB′|,

以及

|φ̃(u+ v)| = |u+ v| = |
−−→
OC|.

由广义勾股定理（详见定理 2.1.5的证明），我们得到

|
−−→
OC| = |

−−→
OC ′|.

断言得证。由于

〈u, v〉 = 1

2
(|u+ v|2 − |u|2 − |v|2)

我们利用断言，即得到引理中等式。 �
从几何上看，上述引理证明了 φ̃ 既保持长度，也保持角度。

现在，我们观察直角坐标系 {O; e1, e2, e3} 的变化。我们令

e′i = φ̃(ei), i = 1, 2, 3

由于 φ̃ 保长亦保角，所以 {e′i} 仍然是单位长度，且两两垂直。更进一步，由于 φ̃

保定向，所以 {O; e1, e2, e3} 仍然构成满足右手螺旋系的一个直角坐标系！

更进一步，φ̃ 完全由 e′1, e′2, e′3 确定下来！

u = (x, y, z)

= x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1)

= 〈u, e1〉 · e1 + 〈u, e2〉 · e2 + 〈u, e3〉 · e3
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我们把 φ̃(u) 在新的直角坐标系 {O; e′1, e′2, e′3} 表达，得到

φ̃(u) = 〈φ̃(u), e′1〉 · e′1 + 〈φ̃(u), e′2〉 · e′2 + 〈φ̃(u), e′3〉 · e′3

因为

〈φ̃(u), e′i〉 = 〈φ̃(u), φ̃(ei)〉

= 〈u, ei〉, ∀i

所以

φ̃(x, y, z) = x · φ̃(e1) + y · φ̃(e2) + z · φ̃(e3)

其中 {O; φ̃(e1), φ̃(e2), φ̃(e3)} 构成直角坐标系。
据此，我们得到任意刚体变换的一个代数表达：

命题 3.1.2 设 φ : E3 → E3 为一刚体变换，则存在

O′ = (x0, y0, z0)

e′1 = (x1, y1, z1)

e′2 = (x2, y2, z2)

e′3 = (x3, y3, z3)

满足条件： 

x2i + y2i + z2i = 1, i = 1, 2, 3

xixj + yiyj + zizj = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ 3

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 t3 z3

> 0

使得

φ(x, y, z) = x · e′1 + y · e′2 + z · e′3 +O′

证明. 注意到

φ̃ = T−O′ ◦ φ⇒ TO′ ◦ φ̃ = TO′ ◦ (T−O′ ◦ φ)

而 TO′ · T−O′ = id，故 φ = TO′ ◦ φ̃，得证。 �
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注记 3.1.1 在下一节中，我们会引进矩阵及矩阵间的加法与乘法。那么，若
记

S =


x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

 , b = (x0, y0, z0)

则 φ(x, y, z) = (x, y, z)A+ b（即 φ(u) = u ·A+ b），且 AAT = I3, |A| > 0，这里

AT =


x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3


为 A 的转置（Transport）。留一个思考题：设 AAT = I3，试证 ATA = I3 成立。

我们有了刚体变换利用坐标的代数表达式。那么，它对应的几何意义又是什

么呢？接下来，我们用几何的语言来说明前文中的 φ̃ 必定是一个旋转。从而，我

们有如下命题

命题 3.1.3 刚体变换是平移和旋转的复合。

证明. 如前所述，我们给出的证明是几何的，一个完全代数的证明需要利用正
交矩阵特征值的特点，这将在《线性代数》中完成。我们考察变换 φ̃：

(i) 若 φ̃ 固定一条（过原点的）直线，则 φ̃ 必是围绕该直线的一个旋转。

我们不妨假定 φ̃ 固定 z− 轴。不然，我们就更换新的直角坐标系，使 φ̃ 固定

的直线为 z− 轴所在的直线。所以，我们有

φ̃(e3) = e3

那么，由引理 3.1.1，φ̃(ei), i = 1, 2 必然在与 e3 垂直的平面（且过原点），即
XY− 平面，且 φ̃(e1) 与 φ̃(e2) 垂直，且 φ̃(e1)，φ̃(e2) 与 φ̃(e3) = e3 构成右手螺
旋系。所以，若 φ̃(e1) 相较于 X 轴转过了角度 θ，φ̃(e2) 必然相较于 Y 轴同方向

转过 θ 角度。换句话说，φ̃ 必然为例 3.1.2（2）的形式。此为第一点。
(ii)φ̃ 必然固定一条（过原点的）直线
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我们任取一点 P 6= O。若 φ̃(P ) = P，则 φ̃ 必然固定连接 OP 的直线。那么

(ii) 得证，不然，我们有

φ̃(P ) , P ′ 6= P

我们继续考察 φ̃(P ′) 的位置。若 φ̃(P ′) = P，则 φ̃ 必然固定 PP ′ 的中点 Q。从

而，φ̃固定过 O 与 Q的直线。这是因为这时 φ̃把线段 PP ′ 映回线段 PP ′ = P ′P

（即，线段 PP ′ 被 φ̃ 保持）。而中点 Q 是线段上唯一与 P 和 P ′ 等距的点。所以，

在该情形 (ii) 得证。故，我们可设

φ̃(P ′) , P ′′ 6= P

这时，我们令直线为两平面的交线（如图示）。该两平面分别为过 OQ(OQ′) 且

垂直于 PP ′(P ′P ′′) 的平面。其中 Q(Q′) 为 PP ′(P ′P ′′) 的中点。那么 φ̃ 必固定

上述直线（证明留作习题）。

综合 (i)(ii)，我们证明了 φ̃ 为一旋转。从而，该命题得证。 �
回忆：X = {A|A ⊂ E3子集}。我们定义，对 A,B ∈ X，A ≡ B（称 A 与 B

合同）。若存在刚体变换 φ : E3 → E3，使得 φ(A) = B。

推论 3.1.4 合同关系是集合 X 上的等价关系。
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证明. （1）自反性：
取 φ = Id，那么 Id(A) = A，所以 A ≡ A。
（2）对称性：
设 A ≡ B，即 ∃φ 刚体变换，使得 φ(A) = B。为了说明 B ≡ A，我们从两

个角度来理解：

(a) 几何角度：
根据前面的讨论（命题 3.1.3），φ =平移 ◦旋转。平移和旋转显然为双射，而

且平移的逆映射仍为平移，旋转的逆映射仍为旋转。故 φ 的逆有表达式：

φ−1 =旋转 ◦平移

故 φ−1 仍为刚体变换。此时，因为 A = φ−1(B)，所以 B ≡ A。
(b) 代数角度
由命题 3.1.2，我们得到 φ 的代数表达

φ(x, y, z) = x · e′1 + y · e′2 + z · e′3 +O′

其中 {O′; e′1, e′2, e′3} 构成一直角坐标系。不妨设 e′i = (ai1, ai2, ai3), 1 ≤ i ≤ 3。我

们令

ẽ1 = (a11, a21, a31)

ẽ2 = (a12, a22, a32)

ẽ3 = (a13, a23, a33)

以及

φ̃(x, y, z) := x · ẽ1 + y · ẽ2 + z · ẽ3
φ′ := φ−O′ = T−O′ ◦ φ

则可验证（习题）

（1）{O; ẽ1, ẽ2, ẽ3} 构成直角坐标系
（2）φ̃ ◦ φ′ = φ′ ◦ φ̃ = Id。

据此，φ−1 = φ̃ ◦ T−O′。所以 φ−1 = φ̃ ◦ T−O′。所以 φ−1 仍为刚体变换。

（3）传递性
设 A ≡ B，B ≡ C，我们需证 A ≡ C。
设 φ, ψ 为刚体变换，使得 φ(A) = B,ψ(B) = C，那么 ψ ◦ φ 仍为刚体变换，

且

(ψ ◦ φ)(A) = ψ(φ(A)) = ψ(B) = C
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故 A ≡ C。 �
事实上，上述推论的证明等价于说如下重要的论断：

命题 3.1.5 刚体变换在复合运算下构成群，我们称之为 .刚 .体 .变 .换 .群。

由引理 3.1.1之前的习题知，刚体变换群是一非交换群。
最后，我们指出几何学中的分类问题与物理学中的相对论观点的密切关系。

物理学的相对论观点用通俗的话讲，就是物理学定律不依赖于参照系的选取。为

了描述一个物理现象/实验，我们必须事先选定一个参照系。然而，参照系的选取
完全是人为的。因为参照系选取的不同，同一个物理实验所展现的实验数据有所

不同。但是，最后的物理定律应该独立于这些差异。回到几何学。比如我们研究一

个球面。球面的几何性质可由其上的点到以固定点有固定的长度（即半径）。显然

这个性质不依赖于直角坐标系的选取。但是该球面的方程式却随直角坐标系的选

取而变化。几何性质是不依赖于直角坐标系选取的那些性质。对于球面来说，其

半径为几何性质，而其中某直角坐标系下对应的二次方程式的系数则不是几何性

质。这时，我们注意到 E3 上的刚体变换（命题 3.1.2）其本质上就是直角坐标系
的坐标变换。由于直角坐标系的选取是人为的，所以去考察在所有直角坐标系下

都具有的性质是回归对称。

{O; e1, e2, e3}
ϕ−→ {O′; e′1, e′2, e′3}

可以这么说，我们研究几何图形在刚体变换下的分类问题其本质就是研究图形的

几何性质。

3.2 二次曲面分类

在上一节中，我们引入集合 X = {A|A ⊂ E3子集} 及 X 上的合同关系。大

家可以预见，若我们不对 A 加以一些限制，那么这样的分类是没有多少意义的。

另一方面，如果我们对 A加以太多的限制，这个问题同样会变得没有意义。比如：

我们规定 A 是 E3 中的一个点，则我们得到一个等价类，因为我们通过平移（刚

体变换的一致）把点 O 一到任意一点。但是若我们考察所有 {P,Q} ⊂ E3，那
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么分类问题变得有趣一点（答案为何？）。更进一步，如果考察所有不贡献三点

{P,Q,R} ⊂ E3，那么分类问题就基本等价于三角形全等的判定问题！在这一节

中，我们试图考察所有的二次曲面的分类问题。

我们先给出二次曲面的定义。

定义 3.2.1 子集 A ⊂ E3 称为二次曲面，如若存在某一三元二次多项式 F =

F (x, y, z)，使得

A = {(x, y, z) ∈ E3|F (x, y, z) = 0}

即 A 是 F 的零点集。

现令 S := {A ⊂ E3|A是二次曲面} ⊂ X。我们遇到第一个自然问题是：集合
S 是否在刚体变换群下保持不变？换个方式问，这个问题等价于如下问题：

任一二次曲面在任意刚体变换下的象是否仍为二次曲面？

从几何上看，这个问题“似乎”是显然成立的。但从代数上看，这并非那么

显然。让我们分析一下这个问题的本质：

令

F (x, y, z) = a · x2 + b · xy + c · xz + d · y2 + e · yz + f · z2

+ g · x+ h · y + i · z + j · 1

其中 a, b, c, d, e, f 不全为零。

根据命题 3.1.2（刚体变换的代数表达式），我们本质上需要证明/证否如下代
数问题：

令

O′ = (b1, b2, b3)

e′1 = (a11 a12 a13)

e′2 = (a21 a22 a23)

e′3 = (a31 a32 a33)

{O′; e′1, e′2, e′3} 构成一直角坐标系。
我们有相对应的坐标变换 Φ：

x 7−→ a11 · x+ a21 · y + a31 · z + b1

y 7−→ a12 · x+ a22 · y + a32 · z + b2

z 7−→ a13 · x+ a23 · y + a33 · z + b3
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问 1：F (x, y, z) 在上述坐标变换下是否为 .二 .次多项式？
我们把 F 写为（分次形式）：

F = F2 + F1 + F0

其中

F2 = a · x2 + b · xy + c · xz + d · y2 + e · yz + f · z2

F1 = g · x+ h · y + i · z

F0 = j

我们显然有

F ◦ Φ = (F2 + F1 + F0) ◦ Φ = F2 ◦ Φ+ F1 ◦ Φ+ F0 ◦ Φ

注意到 F ◦ Φ 的最高次只可能在 F2 ◦ Φ 中。所有我们的问题换为如下：
问 2：设 F2 为如上形式的非零多项式，Φ 为刚体变换对应的坐标变换。那么

F2 ◦ Φ 是否为非零多项式？
我们可以将 Φ 写成

Φ = Φ1 ◦ Φ2

其中 Φ1 = TO′ 为平移，Φ2 = φ̃ 为旋转。我们考察 F2 · Φ1 , G。将 G 按照分次

形式写成

G = G2 +G1 +G0

命题 3.2.1 记号如上。等式 G2 = F2 成立。

证明留作习题。据此，我们的问题变为如下：

问 3：设 F2 为二次齐次非零多项式，Φ2 为旋转对应的坐标变换。F2 ◦Φ2 是

否为非零多项式？

在问 3 中，我们说一个多项式是二次齐次的，是当它不含有与一次和零次的
项。

我们为了解决问 3，引入如下强有力的代数工具： 矩阵
矩阵是 .数的 .自 .然 .推 .广。

定义 3.2.2 设 n,m 是正整数。一个 n×m 阶矩阵为

A =


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m
...

... . . .
...

an1 an2 . . . anm

 = (aij)n×m, aij ∈ R
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n 称为矩阵的行数，m 称为矩阵的列数。

所以 1 × 1 阶矩阵记为我们熟悉的数，而 1 × 2 阶（1 × 3 阶）矩阵即为 R2

（R3）中的向量。2× 2 阶（3× 3 阶）矩阵我们已经在讲有向面积（有向体积）时

遇到过。矩阵不仅是个记号，重要的是如下运算：

定义 3.2.3 我们分别定义矩阵的两个运算如下：
（1）加法
令 A = (aij)n×m, B = (bij)n×m 为两个 n×m 阶矩阵，则定义矩阵加法：

A+B = (aij + bij)n×m

（2）乘法
令 n,m, l 为三个正整数。令 A = (aij)n×m, B = (bjk)m×l 分别为 n ×m 阶

和 m× l 阶矩阵。定义矩阵乘法：

A ·B = (cik)n×l

其中

cik =
m∑
j=1

aijbjk, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ l

注记 3.2.1（1）矩阵加法是对两个相同规格的矩阵作运算。 .矩 .阵 .加 .法是 Rn

上 .向 .量 .加 .法的自然推广。
（2）矩阵乘法中参与运算的左边矩阵的列数必须等于右边矩阵的行数。当 A

为 1× 1 阶，B 为 1× n 阶时，那么 .矩 .阵 .乘 .法即为 Rn 上数与向量的 v 数乘运算。
（3）1× n 与 n× 1 的矩阵乘法即是么 .内 .积。
（4）矩阵，矩阵加法，矩阵乘法的几何意义是线性空间之间的线性映射，线

性映射的加法与线性映射的复合，具体内容在《线性代数》中学习。

我们记

Mn×m = {A|A为n×m阶矩阵}

记 0 = (0)n×m 为零矩阵。

对于 A ∈Mn×m，其加法逆元记为 −A。
当 n = m 时，我们称 A 为 n 阶 .方 .阵。记

I = (1)n×n

为单位矩阵。
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我们记 Mn = Mn×n, n ≥ 1。我们知道一个环中的乘法可逆元关于乘法构成

一个群。通常，我们把环 Mn 中的乘法可逆元称为 .可 .逆 .矩 .阵，即

A ∈Mn, ∃B ∈Mn s.t A ·B = B ·A = I

我们记

GLn = {A ∈Mn|A为可逆矩阵}

GLn 关于矩阵乘法构成（非交换）群。其中心元是 I。当 A ∈ GLn，其乘法逆记
为 A−1。

最后，我们引入矩阵转置的概念。

定义 3.2.4 对 A = (aij) ∈Mn×m，我们定义 A 的转置为

AT = (aji)m×n ∈Mm×n

具体写开来

A =


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m
...

... . . .
...

an1 an2 . . . anm


n×m

AT =


a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . a2m
...

... . . .
...

a1m a2m . . . anm


m×n

AT 是 A 关于对角线的 45◦ 翻转。

注意到 CT ∈ Ml×m，A
T ∈ Mm×n，所以 CT · AT 是恰当定义的。有了上述

准备，刚体变换有非常简洁的矩阵表达：

Φ(x, y, z)1×3 = (x, y, z)1×3 ·A3×3 + b1×3

其中 A 满足

A ·AT = I

|A| > 0
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Φ1(x, y, z) =(x, y, z) · I + b

||

(x, y, z)

Φ2(x, y, z) =(x, y, z) ·A

Φ = Φ1 ◦ Φ2

对于 F2，我们有如下重要的观察

命题 3.2.2 令

F2(x, y, z) = a · x2 + b · xy + c · xz

+ d · y2 + e · yz + f · z2

为二次齐次多项式，则存在（唯一）3× 3 方阵 C 满足

（1）CT = C

（2）F2 = (x, y, z)1×3 · C3×3 · (x, y, z)T3×1

= (x, y, z) · C ·


x

y

z


证明. 记 C = (cij)。

（1）⇐⇒ cij = cji, ∀1 ≤ i, j ≤ 3

（2）⇐⇒

F2 = c11 · x2 + c12 · xy + c13 · xz

+ c21 · yx+ c22 · y2 + c23 · yz

+ c31 · zx+ c32 · zy + c33 · z2

= c11 · x2 + (c12 + c21) · xy + (c13 + c31) · xz

+ c22 · y2 + (c23 + c32) · yz

+ c33 · z2

（1）
= c11 · x2 + 2c12 · xy + (c13 + c31) · xz

+ c22 · y2 + 2c23 · yz

+ c33 · z2

比较系数，故得（唯一）解 c11 = a, c12 =
b
2
, c13 =

c
2
, c22 = d, c23 =

e
2
, c33 = f .

�
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现在，我们可以回答开始的问题。

推论 3.2.3 设 F 为二次多项式，Φ 为刚体变换，则有 F ◦ Φ 仍为二次多项
式。

证明. 根据上述的讨论，我们不妨假设 F 为齐次二次多项式，且 Φ 为旋转。

根据命题 3.2.2，我们得到

F (x, y, z) = (x, y, z)C(x, y, z)T ,其中C 6= 0, CT = C为 3 阶方阵

我们有 3 阶方阵 A，使得

Φ(x, y, z) = (x, y, z)A,A满足AAT = I且|A| > 0

所以

F ◦ Φ(x, y, z) = F ((x, y, z) ·A)

= ((x, y, z) ·A) · C · ((x, y, z) ·A)T

= (x, y, z)(A · C ·AT )(x, y, z)T

假设 A · C ·AT = 0，则有

(ATA) · C · (ATA) = AT (ACAT )A = AT 0A = 0

另一方面

A ·AT = I

⇒(A−1A)AT = A−1(AAT ) = A−1

⇒AT = A−1

故

ATA = A−1A = I

故 C = 0，矛盾。因此假设不成立，即 F ◦ Φ 为非零齐次二次多项式。 �
如同刚体变换群在集合 X = {A|A ⊂ E3} 上定义合同关系一样，它也在子集

S = {A|A ⊂ E3是二次曲面} 定义了合同关系。这是一个等价关系。我们二次曲
面在刚体变换下分类的问题，即是描述等价关系集合

S/ ≡ = {[A]}

本节的主要结果如下：
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定理 3.2.4 (欧拉) 令 S 为 E3 中全体二次曲面的集合，≡ 为刚体变换群诱
导的等价关系，则等价类集合

S/ ≡ = t0≤i≤14Mi

其中

（空集）M0 = {[x2 + 1 = 0]}

（平面）M1 = {[x2 = 0]}

（一对平行的平面）M2 = {[x2 − a = 0]|a > 0},且

[x2 − a = 0] = [x2 − a′ = 0]⇔ a = a′

（抛物柱面）M3 = {[x2 − ay = 0]|a > 0},且

[x2 − ay = 0] = [x2 − a′y = 0]⇔ a = a′

（直线）M4 = {[x2 + y2 = 0]}

（椭圆柱面）M5 =

{[
x2

a
+
y2

b
− 1 = 0

]∣∣∣∣a ≥ b > 0

}
,且[

x2

a
+
y2

b
− 1 = 0

]
=

[
x2

a′
+
y2

b′
− 1 = 0

]
⇔ {a, b} = {a′, b′}

（椭圆抛物面）M6 =

{[
x2

a
+
y2

b
− z = 0

]∣∣∣∣a ≥ b > 0

}
,且[

x2

a
+
y2

b
− z = 0

]
=

[
x2

a′
+
y2

b′
− z = 0

]
⇔ {a, b} = {a′, b′}

（一对相交的平面）M7 = {[x2 − ay2 = 0]|1 ≥ a > 0},且

[x2 − ay2 = 0] = [x2 − a′y2 = 0]⇔ a = a′

（双曲柱面）M8 =

{[
x2

a
− y2

b
+ 1 = 0

]∣∣∣∣a ≥ b > 0

}
,且[

x2

a
− y2

b
+ 1 = 0

]
=

[
x2

a′
− y2

b′
+ 1 = 0

]
⇔ {a, b} = {a′, b′}

（双曲抛物面）M9 =

{[
x2

a
− y2

b
+ z = 0

]∣∣∣∣a ≥ b > 0

}
,且[

x2

a
− y2

b
+ z = 0

]
=

[
x2

a′
− y2

b′
+ z = 0

]
⇔ {a, b} = {a′, b′}

（点）M10 = {[x2 + y2 + z2 = 0]}

（椭球面）M11 =

{[
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
− 1 = 0

]∣∣∣∣a ≥ b ≥ c > 0

}
,且[

x2

a
+
y2

b
+
z2

c′
− 1 = 0

]
=

[
x2

a′
+
y2

b′
+
z2

c′
− 1 = 0

]
⇔ {a, b, c} = {a′, b′, c′}
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（单叶双曲面）M12 =

{[
x2

a
+
y2

b
− z2

c
− 1 = 0

]∣∣∣∣a ≥ b > 0, c > 0

}
,且[

x2

a
+
y2

b
− z2

c
− 1 = 0

]
=

[
x2

a′
+
y2

b′
− z2

c′
− 1 = 0

]
⇔ {a, b, c} = {a′, b′, c′}

（二次锥面）M13 =

{[
x2

a
+
y2

b
− z2 = 0

]∣∣∣∣a ≥ b > 0

}
,且[

x2

a
+
y2

b
− z2 = 0

]
=

[
x2

a′
+
y2

b′
− z2 = 0

]
⇔ {a, b} = {a′, b′}

（双叶双曲面）M14 =

{[
x2

a
+
y2

b
− z2

c
+ 1 = 0

]∣∣∣∣a ≥ b > 0, c > 0

}
,且[

x2

a
+
y2

b
− z2

c
+ 1 = 0

]
=

[
x2

a′
+
y2

b′
− z2

c′
+ 1 = 0

]
⇔ {a, b, c} = {a′, b′, c′}

{Mi}0≤i≤14 满足以下性质：设 [X] ∈Mi, [Y ] ∈Mj。则有

(1) 若 i 6= j，X 6≡ Y ;

(2) 若 i = j, 则 X ≡ Y 当且仅当 i = 0, 1, 4, 10 或 X 与 Y 对应的标准方程系

数相同。

根据上述定理，二次曲面在刚体变换下共有 15类。其中大类M0,M1,M4,M10

只有一个元素，大类 M2,M3,M7 的类由一个参量确定，M5,M6,M8,M9,M13 中

的类由两个参量确定，大类 M11,M12,M14 中的类由三个参量确定。我们把上述

定理 M0,M1,M4,M10 之外的二次方程称为标准方程。标准方程中的系数是反映

二次曲面几何性质的几何量。在带参量的标准方程中，参量本质上确定了标准方

程对应的二次曲面的合同类。所以标准方程，尤其是带参量的标准方程，在判定

二次曲面的合同关系时，是非常重要的。定理的证明需要依赖如下《线性代数》中

的结果，我们述而不证。

命题 3.2.5 令 C ∈Mn(R) 为对称阵，则必存在 A ∈Mn(R)，满足：
（1）AAT = I；

（2）|A| > 0；

（3）ACAT =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λn

 , λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ∈ R。更进一步，若
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另有满足（1）和（2）的方阵 A′ 使得（3）成立，即 A′CA′T =


λ′
1 0 · · · 0

0 λ′
2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λ′

n

，
且 λ′

1 ≥ λ′
2 ≥ · · · ≥ λ′

n, 则有

(λ1, λ2, · · · , λn) = (λ′
1, λ

′
2, · · · , λ′

n).

我们将上述命题中 {λ1, · · · , λn} 中的元素称为对称阵 C 的特征根。

定理 3.2.4的证明. 设 F ∈ R[x, y, z] 为二次多项式，二次曲面由 {F = 0} 给
出。证明的过程分为三步：第一步，利用刚体变换将 F 化为形如标准方程的二次

多项式；第二步，证明标准方程在刚体变换下的本质唯一性；最后，证明不同的

标准方程之间不可通过刚体变换互相转化。我们将写 F 为

F = F2 + F1 + F0

利用命题 3.2.2，

F2 =
(
x y z

)
· C ·


x

y

z

 , CT = C

由命题 3.2.5得知，存在刚体变换（此为旋转）

Φ(x, y, z) = (x, y, z)A

使得

F2 ◦ Φ =
(
x y z

)
·ACAT ·


x

y

z



=
(
x y z

)
λ1

λ2

λ3



x

y

z


= λ1x

2 + λ2y
2 + λ3z

2

由于 C 不为零，故 λ1, λ2, λ3 必不全为 0，不妨设

λ1 6= 0

（这是因为我们总是通过一个旋转将X,Y, Z 轴送到X,Y, Z 的任何一个排列，至多

相差某一轴的符号，而符号的改变不影响平方项。举例：(X,Y, Z)→ (Y, Z,X)[轮
换] 或 (X,Y, Z)→ (−Y,X,Z)[对换，此时某一轴相差一个符号]。）



3.2 二次曲面分类 91

情形 1：λ1 6= 0, λ2 = λ3 = 0。此时

F2 = λ1x
2, λ1 6= 0

由于

{F = 0} = {λF = 0}, ∀λ 6= 0

所以我们不妨设 λ1 = 1。再考察

F1 = ax+ by + cz

通过平移

x→ x− a

2
, y → y, z → z

我们们总是可以假定 a = 0。

情形 1.1：a = b = c = 0。此时我们继续考察

F0 = d

情形 1.1.1：d = 0。此时得 x2 = 0，即平面（M1）。

情形 1.1.2：d > 0。此时得 x2 + d = 0，即空集（M0）。

情形 1.1.3：d < 0。此时得 x2 = −d > 0，得 x = ±
√
−d，即平行的两个平面

（M2）。注意到两平行平面间的距离为 2
√
−d。因为刚体变换不改变距离，所以

x2 = −d与x2 = −d′(d, d′ < 0)合同⇔ 2
√
−d = 2

√
−d′ ⇔ d = d′

情形 1.2：a = b = 0, c 6= 0 或 a = c = 0, b 6= 0。取旋转

x→ −x, y → z, z → y

我们可将 a = b = 0, c 6= 0 化归为 a = c = 0, b 6= 0。如需要，再取旋转

x→ −x, y → −y, z → z

我们可以假设 b < 0。故得方程

x2 − by + d = 0, b > 0

此时再取平移

x→ x, y → y +
d

b
, z → z

得

x2 − by = 0, b > 0
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即得 M3。现假设 x2 − by = 0 与 x2 − b′y = 0, b, b′ > 0 合同，我们断言：b = b′。

事实上，若刚体变换 Ψ 将 {x2 − by = 0} 变为 {x2 − b′y = 0}，则 Ψ 有如下

限制：

(i)Ψ 不能在 X,Y 轴方向平移。否则，沿着 X 轴方向平移，会产生 x 的一

次项；沿着 Y 轴方向平移，会产生常数项。所以 Ψ 至多沿着 Z 轴平移。但由于

多项式 x2 − by 没有 z 项，所以我们不妨假定 Ψ 为旋转。

(ii)Ψ(x) = ±x,Ψ(y) = y,且b = b′。事实上，令

Ψ(x) = c1x+ c2y + c3z

则 (c1x+ c2y + c3z)
2 是 F ◦Ψ 的最高项，故

(c1x+ c2y + c3z)
2 = x2 ⇒ c2 = c3 = 0, c1 = ±1

同理，令 Ψ(y) = c̃1x+ c̃2y + c̃3z，则

−b(c̃1x+ c̃2y + c̃3z) = −b′y ⇒ c̃1 = c̃3 = 0, c̃2 =
b′

b

我们知道 |(c̃1, c̃2, c̃3)| = 1，故 (
b′

b

)2

= 1⇒ b′ = b

即 c̃2 = 1。断言得证。

情形 1.3：a = 0, b, c 6= 0。此时有方程

x2 − by − cz − d = 0

通过类似于情形 1.2 一开始的讨论，我们不妨假设 c ≥ b > 0。取旋转

x→ x, y → b√
b2 + c2

y +
−c√
b2 + c2

z, z → c√
b2 + c2

y +
b√

b2 + c2
z

得新方程

x2 −
√
b2 + c2y + d = 0

此时又化为情形 1.2。
综上，情形 1 讨论完毕。
情形 2：λ1 6= 0, λ2 6= 0, λ3 = 0。此时

F2 = λ1x
2 + λ2y

2

情形 2.1：λ1, λ2 > 0。考察一次项

F1 = ax+ by + cz
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通过 X,Y 轴的平移，我们不妨假设 a = b = 0。

情形 2.1.1：c = 0。此时得方程

λ1x
2 + λ2y

2 + d = 0, λ1 ≥ λ2 > 0

情形 2.1.1.1：d > 0。此时得空集，化归为 M0。

情形 2.1.1.2：d = 0。此时得

λ1x
2 + λ2y

2 = 0⇔ x = y = 0⇔ x2 + y2 = 0

化归为 M4。

情形 2.1.1.3：d < 0。此时得

λ1x
2 + λ2y

2 + d = 0, d < 0, λ1 ≥ λ2 > 0

同时除以 −d，得
x2

ã
+
y2

b̃
− 1 = 0,其中ã ≥ b̃ > 0

化归为 M5。

令 a ≥ b > 0, a′ ≥ b′ > 0，且{
x2

a
+
y2

b
− 1 = 0

}
合同于

{
x2

a′
+
y2

b′
− 1 = 0

}
我们断言：a′ = a, b′ = b。

如同情形 1.2 的讨论，我们不妨假设 Ψ 为旋转，则 Ψ 有如下限制：

(i)Ψ(x) = c1x+ c2y + c3z,Ψ(y) = c̃1x+ c̃2y + c̃3z，则 c3 = c̃3 = 0。这是因

为 F2 ◦Ψ 包含
(
c23
a

+
c̃3

2

b

)
z2，所以

c23
a

+
c̃3

2

b
= 0⇒ c3 = c̃3 = 0

所以我们可以假定 Ψ 为固定 Z 轴的旋转。

(ii) 由于 Ψ 保持 X,Y 平面，{
x2

a
+
y2

b
− 1

}
∩ {z = 0} Ψ−→

{
x2

a′
+
y2

b′
− 1

}
∩ {z = 0}

a为椭圆的长轴，b为椭圆的短轴，分别代表椭圆上的点到圆心的最长距离和最短

距离。故

a = a′, b = b′
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断言得证。相较于几何方法，利用代数命题 3.2.5的证明更加简洁明朗：事实上，
旋转 Ψ 的表达方阵满足命题 3.2.5中的（1）和（2），且

A


1
a

0 0

0 1
b

0

0 0 0

AT =


1
a′

0 0

0 1
b′

0

0 0 0


故得 { 1

a
, 1
b
, 0} = { 1

a′
, 1
b′
, 0}，即推得 a = a′, b = b′。

情形 2.1.2：a = b = 0, c 6= 0。此时得方程

λ1x
2 + λ2y

2 + cz + d = 0, λ1 ≥ λ2 > 0

通过沿 Z 轴的平移

x→ x, y → y, z → z − d

2

我们假定 d = 0。若 c > 0，则通过旋转

x→ x, y → −y, z → −z

得到 c < 0。两边同时除以 −c，得到

x2

a
+
y2

b
− z = 0, a ≥ b > 0

化归为 M6。

令 {
x2

a
+
y2

b
− z = 0

}
≡
{
x2

a′
+
y2

b′
− z = 0

}
, a ≥ b > 0, a′ ≥ b′ > 0

断言：a = a′, b = b′。

类似上面的分析，Ψ 必然是旋转，且 Ψ(x),Ψ(y) 中无 z 项，且 Ψ(z) = z。故

Ψ 为绕 z 轴的旋转，故

Ψ({z = 1}) = {z = 1}

即

Ψ

({
x2

a
+
y2

b
= 1

})
=

{
x2

a′
+
y2

b′
= 1

}
利用情形 2.1.1.3 的分析，得 a = a′, b = b′，得证。

情形 2.2：λ1 · λ2 < 0。考察一次项

F1 = ax+ by + cz

通过平移，可以假设 a = b = 0。
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情形 2.2.1：c = 0。此时得方程

λ1x
2 + λ2y

2 + d = 0, λ1 > 0 > λ2

情形 2.2.1.1：d = 0。则除以 λ1，得

x2 − ay2 = 0, a > 0

此为 M7 中的元素，即一对相交的平面。

很显然，a 衡量相交平面的夹角，所以

{x2 − ay2 = 0} ≡ {x2 − a′y2 = 0}, 1 ≤ a, a′ > 0⇔ a = a′

情形 2.2.1.2：d 6= 0。若 d > 0，则方程两边同时除以 d，得

x2

a
− y2

b
+ 1 = 0, a, b > 0

若 d < 0，则方程两边同时除以 d，且做旋转

x→ y, y → −x, z → z

得
x2

a
− y2

b
+ 1 = 0, a, b > 0

都得到 M8。

令 {
x2

a
− y2

b
+ 1 = 0

}
≡
{
x2

a
− y2

b
+ 1 = 0

}
, a, b, a′, b′ > 0

如前面讨论，我们不妨假设 Ψ 为旋转。然后，我们利用命题 3.2.5进行类似
于情形 2.1.1.3 的讨论，即可得 a = a′, b = b′。

情形 2.2.2：a = b = 0, c 6= 0。得方程

λ1x
2 + λ2y

2 + cz + d = 0

通过 Z 轴平移，总是可以假定 d = 0。两边同时除以 c，得

x2

a
− y2

b
+ z = 0

如同情形 2.2.1.2，我们总可以通过旋转，使得 a, b > 0。此为 M9。

令 {
x2

a
− y2

b
+ z = 0

}
≡
{
x2

a′
− y2

b′
+ z = 0

}
, a, b > 0, a′, b′ > 0
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我们结合情形 2.2.1.2 和 2.1.2 的讨论，可以得出 a = a′, b = b′。具体过程留作习

题。

情形 2 讨论完毕。
情形 3：λ1, λ2, λ3 6= 0。此时

F2 = λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2

考察

F1 = ax+ by + cz

通过平移，我们可以假设 a = b = c = 0。

情形 3.1：λ1, λ2, λ3 同号。此时不妨设

λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 > 0

考察 F0 = d，即方程为

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 + d = 0

情形 3.1.1：d = 0。得

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 = 0, λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 > 0

得 x = y = z = 0，故化归为 M10。

情形 3.1.2：d > 0。得

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 + d = 0, λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 > 0

即 M0。

情形 3.1.3：d < 0。两边同时除以 d，得

x2

a
+
y2

b
+
z2

c
− 1 = 0, a ≥ b ≥ c > 0

此为 M11。

令 {
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
− 1 = 0

}
≡
{
x2

a′
+
y2

b′
+
z2

c′
− 1 = 0

}
,

a ≥ b ≥ c > 0, a′ ≥ b′ ≥ c′ > 0

断言：a = a′, b = b′, c = c′。

注意到在 X,Y, Z 轴上的任何平移都将改变多项式

x2

a
+
y2

b
+
z2

c
− 1
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的常数项，所以 Ψ 必是旋转，即 Ψ 保持原点。

我们先考察如下情形：a > b > c > 0。此时由方程

x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1

定义的椭球面（我们记之为 A）有唯一长轴 X 轴，和有唯一短轴 Z 轴，且其轴

长（即原点到 A 的最长或最短距离）分别为
√
a 和

√
c。因为 Ψ 保距，所以由另

一个方程
x2

a′
+
y2

b′
+
z2

c′
= 1

定义的椭球面（我们记之为 A′）也有唯一长轴和唯一短轴，且轴长相应的分别为
√
a′ 和

√
c′。从这里，我们得出两个结论：

（1）a′ = a, c′ = c；

（2）Ψ 必将 X 轴和 Z 轴保持。

而（2）推出 Ψ 只能是恒等映射（习题）。所以 b = b′。

其次，我们考察如下情形：a = b = c > 0。此时 A 为半径为
√
a，球心在原

点上的球面。由于 Ψ 保持原点又保距，那么 A′ = A，所以 a′ = b′ = c′ = a。

最后，我们考察情形 a = b > c > 0。根据第一种情形的讨论，我们知道：

（1）a′ = a, c′ = c；

（2）Ψ 必将保持 Z 轴（因为 Z 轴是唯一短轴）。

由（2）推出，Ψ 必定形如：

Ψ(X) = cos θ ·X + sin θ · Y

Ψ(Y ) = − sin θ ·X + cos θ · Y

Ψ(Z) = Z

代入原多项式，比较 y2 项系数，得

(cos2 θ + sin2 θ)

b
=

1

b′

故 b = b′。断言得证。当然，利用命题 3.2.5，我们可以迅速得出同样结论。
情形 3.2：λ1, λ2, λ3 异号。我们不妨假定 λ1, λ2 > 0 > λ3，而且 F1 ◦ Φ = 0

（即没有一次项），故得方程

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 + d = 0

情形 3.2.1：d = 0。两边同时除以 −λ3，得

x2

a
+
y2

b
− z2 = 0, a ≥ b > 0
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此为 M13。

令{
x2

a
+
y2

b
− z2 = 0

}
≡
{
x2

a′
+
y2

b′
− z2 = 0

}
, a ≥ b > 0, a′ ≥ b′ > 0

断言：a = a′, b = b′。

记左边方程定义的二次锥面为 A，右边的为 A′。考察通过原点且交 A 于两

条相交在原点的母线（直线）的平面。Ψ 将 A 上两条相交的直线送到 A′ 上两条

相交的直线，其交点只能是 A′ 的锥点，即为 O。所以 Ψ 保持原点，即 Ψ 为旋

转。根据命题 3.2.5，我们得到 a = a′, b = b′，即断言成立。

情形 3.2.2：d > 0。两边同时除以 d，得方程

x2

a
+
y2

b
− z2

c
+ 1 = 0, a ≥ b > 0, c > 0

此为 M14。

令 {
x2

a
+
y2

b
− z2

c
+ 1 = 0

}
≡
{
x2

a′
+
y2

b′
− z2

c′
+ 1 = 0

}
a ≥ b > 0, c > 0, a′ ≥ b′ > 0, c′ > 0

断言：a = a′, b = b′, c = c′。

记左边双叶双曲面为 A，右边为 A′。注意到 A 的两叶之间的最短距离由

点 (0, 0,
√
c)

∆
= P 和 (0, 0,−

√
c) = −P 实现；而 A′ 的两叶的最短距离则由

(0, 0,
√
c′)

∆
= P ′ 和 (0, 0,−

√
c′) = −P ′ 实现。由于 Ψ 保距，那么我们必有：

（1）c = c′；

（2）Ψ(P ) = P ′,Ψ(−P ) = −P ′；或 Ψ(P ) = −P ′,Ψ(−P ) = P ′。

由于 Ψ 必把直线映到直线，所以 Ψ 把 P 和 −P 的连接直线映到 P ′ 和 −P ′

的连接直线，即 Ψ 把 Z 轴映到 Z 轴。在（2）的第一种情形，Ψ(Z) = Z；在第

二种情形，Ψ(Z) = −Z。所以，我们可以不妨假定 Ψ 为固定 Z 轴的旋转。接下

来的讨论是和情形 3.2.1 一样的。故有 a = a′, b = b′。

情形 3.2.3：d < 0。两边同时除以 −d，得
x2

a
+
y2

b
− z2

c
− 1 = 0, a ≥ b > 0, c > 0

此为 M12。

令 {
x2

a
+
y2

b
− z2

c
− 1 = 0

}
≡
{
x2

a′
+
y2

b′
− z2

c′
− 1 = 0

}
a ≥ b > 0, c > 0, a′ ≥ b′ > 0, c′ > 0
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断言：a = a′, b = b′, c = c′。

记左边单叶双曲面为 A，右边为 A′。我们观察平面与 A（和 A′）的椭圆截

口。从几何上，我们容易得到结论：XY 平面与 A（和 A′）的椭圆截口在所有的

椭圆截口中长、短轴均为最小（我们把该结论在代数上的证明留作习题）。由 Ψ

的保距性，Ψ 有如下性质：

Ψ

({
x2

a
+
y2

b
= 1, z = 0

})
=

{
x2

a′
+
y2

b′
= 1, z = 0

}
得 a = a′, b = b′，且 Ψ(O) = O。故 Ψ 为固定 Z 轴的旋转，即 Ψ(Z) = ±Z，且
Ψ(X),Ψ(Y ) 不含 z 项。代入多项式，并比较 z2 项系数，知 c = c′。

这样我们就完成了对所有二次曲面的归类。

最后，我们还要说明：对 i 6= j，任意类 Mi 中的二次曲面不会合同于某一类

Mj 中的二次曲面。为了说明这个“貌似显然”的命题，最简单的办法是考察平面

与二次曲面的截线类型。注意到这些截线其实是平面中的二次曲线。所以，它们

可能出现的类型（在 E2 上的刚体变换下）有：

N0：空集；N1：点；N2：直线；N3：两条平行的直线；N4：两条相交的直

线；N5：椭圆；N6：抛物线；N7：双曲线。

现设 A ⊂ E3 为一二次曲面，H ⊂ E3 为一平面，φ : E3 −→ E3 为一刚体变

换，则 A′ = ψ(A) 为一二次曲面，H ′ = φ(H) 为平面，且 ψ(A ∩H) = A′ ∩H ′。

从习题 16，我们发现对于任意 i 6= j，Mi 与 Mj 中的二次曲面与平面相交的

截线类型是不同的。所以 Mi 与 Mj 的任意二次曲面不会合同。

综上，我们完成了定理的证明。 �

注记 3.2.2 E3 中的二次曲面在刚体变换下的分类是几何学中众多分类问题

的一个缩影。从上面的过程来看，代数（这里特指线性代数）的作用是必不可少

的。

一个一般的几何学分类问题牵涉到：定义一类几何对象；规定好一个对象之

间的等价关系；分类过程往往会用到代数，甚至分析的工具。

习题

1. 令 X 为一非空集合，X 上的一个分拆是指 X 上的一个子集族 {Xi}i∈I 满
足：

（1）X =
⋃
i∈I

Xi,

（2）Xi ∩Xj = ∅, ∀i 6= j。

试证 X 上的等价关系与该集合的分拆存在一一对应。
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2.（利用余弦公式）证明例 3.1.1中 dE 是一距离函数。如无特殊说明，我们

总是取 E3 上的距离函数 dE。

3. E3 上的一个内积是一个函数：

φ : E3 × E3 → R

满足

(i) 正定性, 即 φ(u, u) ≥ 0, 等号成立当且仅当 u = 0；

(ii) 对称性，即 φ(u, v) = φ(v, u)；

(iii) 双线性性, 即对 ∀λ, λ′, µ, µ′ ∈ R, 有

φ(λu+ µv, λ′u′ + µ′v′) = λλ′φ(u, u′) + λµ′φ(u, v′) + µλ′φ(v, u′) + µµ′φ(v, v′).

（1）验证 ∀a, b, c > 0，u = (x1, y1, z1)，v = (x2, y2, z2)，

φ(u, v) := ax1x2 + by1y2 + cz1z2

定义了一个内积。当 a = b = c = 1, 我们称之为标准内积。
（2）证明 Cauchy–Schwarz 不等式

φ(u, v)2 ≤ φ(u, u)φ(v, v).

提示: 对不共线的 u, v ∈ E3，考察 t 的二次函数 φ(u− tv, u− tv) > 0。

（3）给定 E3 上的一个内积 φ, 我们定义函数

dϕ(P,Q) :=
√
φ(P −Q,P −Q).

试证明 dϕ 是 E3 上的一个距离函数。

4. 在例 3.1.2中，取 u0 不落在 z 轴，验证

Tu0
◦Rθ0 6= Rθ0 ◦ Tu0

.

5. 用坐标写出绕 x 轴逆时针旋转 θ 角的旋转变换 Rx(θ) 的表达式。并证明：

Rz(
π
2
) ◦Rx(π2 ) 6= Rx(

π
2
) ◦Rz(π2 )。

6.（1）写出沿平面 Ax+By + Cz +D = 0 反射的坐标表达式。

（2）证明: 奇数次反射的复合不是刚体变换，但偶数次反射的复合是刚体变
换。

7. 设刚体变换 φ : E3 → E3 的坐标形式为 (x, y, z) 7→ (−y + 1, x+ 1, z + 1)。

试将 φ 分别写成旋转复合平移，平移复合旋转的形式。

8. 定义 E2 上自然的距离函数 d : E2 × E2 → R，对 Pi = (xi, yi)(i = 1, 2)，
有 d(P1, P2) =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2。我们称 φ : E2 → E2 是二维欧氏平面

上的刚体变换，若 φ 满足下面两个条件
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(i) φ 保持距离，即 ∀P,Q ∈ E2，d(P,Q) = d(φ(P ), φ(Q))；

(ii) φ 保持定向，即 φ 保持平行四边形有向面积的符号。

请完成以下问题：

（1）任取 E2 中的向量 u0 = (x0, y0)，定义平移 Tu0
: E2 → E2, u 7→ u+ u0。

证明：平移是刚体变换。

（2）对任意的角度 θ，定义绕坐标原点 O 的 (逆时针) 旋转为 Rθ : E
2 → E2,

(x, y) 7→ (x · cosθ − y · sinθ, x · sinθ + y · cosθ)。验证：这样的旋转是刚体变换。
（3）求证：E2 中刚体变换是平移和旋转的复合。

9. 在书中的记号下，若 F2 ◦ Φ2 6= 0，则 F2 ◦ Φ2 亦为二次齐次多项式。

10. 证明 Mn×m 关于矩阵加法 + 构成阿贝尔群。

11.（1）证明 Mn×n 关于矩阵加法与乘法构成环。

（2）当 n ≥ 2 时，Mn×n 是非交换环。

12. 试证：矩阵
(
a b

c d

)
可逆，当且仅当

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ 6= 0。（提示：计算矩阵乘积(
a b

c d

)
·

(
d −b
−c a

)
和

(
d −b
−c a

)
·

(
a b

c d0

)
。）

13. 令 A,B ∈Mn×m, C ∈Mm×l，证明：

（1）(A+B)T = AT +BT

（2）(A · C)T = CT ·AT。
14. 设方阵 A = (aij)3×3 ∈M3×3，将元素 aij 所在的第 i 行第 j 列元素划掉

后，剩余的元素按照原来的排列顺序组成 2 阶方阵，我们称该方阵的行列式为元
素 aij 的余子式，记为 Mij , 称 Aij = (−1)(i+j)Mij 为元素 aij 的代数余子式。我

们定义矩阵 A 的伴随矩阵 A∗ := (Aij)3×3。求证以下命题：

（1）验证：A ·A∗ = A∗ ·A = |A| · I3；
（2）验证：|A ·B| = |A| · |B|, B ∈M3×3；

（3）求证：A 可逆当且仅当 |A| 6= 0，且 A 可逆时，A−1 = |A|−1 ·A∗；

（4）设 AB = I3，试证 BA = I3 成立。

15. 证明命题 3.2.5在 n = 2 的情形。

16. 回忆关于二次曲面标准方程的理论的一个关键命题是：对任何对称方阵
C ∈M3(R), 总存在方阵 A ∈M3(R) 使得：

(i) ACAT =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

；
(ii) AAT = I；

(iii) |A| > 0。
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本习题将给出算法计算 λi, i = 1, 2, 3 和对应的方阵 A。

第一步：令 C =


c11 c12 c13

c12 c22 c23

c13 c23 c33

，计算方程
∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− c11 c12 c13

c12 λ− c22 c23

c13 c23 λ− c33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

的三个解 λ1, λ2, λ3。

第二步：

情形一: λ1 = λ2 = λ3, 试证明:C = λI, 此时取 A = I 即可。

情形二：λ1 = λ2 6= λ3, 记 λ1 = λ2 = λ, λ3 = µ。此时线性方程组

(C − λI)


x

y

z

 =


0

0

0


定义了一个过原点的平面，任取其上两个不同向的向量 u1, u2，做如下的正交化

过程：

ũ1 =
u1
|u1|

,

u′2 = u2 − 〈u2, ũ1〉ũ1,

ũ2 =
u′2
|u′2|

.

另一方面，方程组

(C − µI)


x

y

z

 =


0

0

0



定义了一个过原点的直线，任取直线上的单位向量 ũ3，我们取 A =


ũ1

ũ2

ũ3

 或者

A =


ũ2

ũ1

ũ3

 使得 |A| > 0。

情形三: λ1 6= λ2 6= λ3, 此时线性方程组

(C − λiI)


x

y

z

 =


0

0

0
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均定义了过原点的两两不同的直线，分别取直线上的单位向量 ũi,并取A =


ũ1

ũ2

ũ3


或者 A =


ũ2

ũ1

ũ3

 使得 |A| > 0。

17. 尝试将以下二次曲面化为标准形式：

xy − yz + 2 = 0.

18. 我们模仿 E3 中二次曲面在刚体变换下的分类，来对 E2 中二次曲线在

(E2 上的) 刚体变换下进行分类。
（1）定义 E2 中二次曲线的全体。

（2）令 F = F (x, y) 为二元齐次二次多项式，即

F = ax2 + bxy + cy2,

则存在唯一的对称方阵 C ∈M2(R)，使得

F =
(
x y

)
C

(
x

y

)
.

（3）对（2）中的方阵 C，我们总能找到方阵

A =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, θ ∈ R

使得

ACAT =

(
λ1 0

0 λ2

)
, λ1, λ2 ∈ R.

作为推论，我们对任意二次多项式 F (x, y)，总存在旋转变换 Φ 使得

(F ◦ Φ)(x, y) = λ1x
2 + λ2y

2 + a1x+ a2y + b, λ2
1 + λ2

2 6= 0.

（4）按照 λ1λ2 = 0, < 0 , > 0 三种情形分别讨论，证明任意平面二次曲线在

刚体变换下化归到下列标准方程定义的曲线：

(a) λ1λ2 = 0

(a.1) 空集 x2 + 1 = 0

(a.2) 直线 x2 = 0

(a.3) 两条平行直线 x2 − a = 0, a > 0
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(a.4) 抛物线 x2 − ay = 0, a > 0

(b) λ1λ2 > 0

(b.1) 点 x2 + y2 = 0

(b.2) 椭圆 x2

a2
+ x2

b2
− 1 = 0

(c) λ1λ2 < 0

(c.1) 两条相交直线 x2 − ay2 = 0, a > 0

(c.2) 双曲线 x2

a2
− x2

b2
− 1 = 0。

19. 记 C = A ∩H,C ′ = A′ ∩H ′，并假定 C,C ′ 为二次曲线。则：

（1）C 与 C ′ 类型相同。

（2）

N0 N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7

M0

√

M1

√ √

M2

√ √

M3

√ √ √ √

M4

√ √ √

M5

√ √ √ √

M6

√ √ √ √

M7

√ √ √

M8

√ √ √ √

M9

√ √ √

M10

√ √

M11

√ √ √

M12

√ √

M13

√ √ √ √ √ √

M14

√ √ √ √

20. 给定椭圆抛物面 x2 + y2 − z = 0，证明 E3 中任一平面与其相交得到平

面中的一条二次曲线。利用上题，试通过计算判断所有可能出现的二次曲线类型。
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几何学是否可以定义为研究空间图形在刚体变换下不变性质的学问？更一般

些，我们进行一个总结性和前瞻性的思考：几何学到底是什么？在不同的历史时

期，这个问题有不同的回答。在 1872 年，F. 克莱因提出了 Erlangen 纲领。在这
个纲领中，克莱因利用变换群（对称）的思想统一了当时几个不同的几何学分支：

欧氏几何，非欧几何（球面与双曲）与射影几何；提出几何学是研究几何对象在给

定变换群作用下不变的性质；并前瞻性地预测了新几何，例如：代数几何是研究

双有理变换下的不变性质；拓扑学是研究拓扑变换（即同胚）下的不变性质；黎曼

几何学是研究黎曼流形在等距变换下的不变性质。现代的几何学研究呈现出多学

科交叉融合的特征，故而，很难只用一个观点去看待一些几何学分支。但就我们

大学期间学习的几何课程而言，克莱因的观点还是非常精辟和具有指导性的。因

此，在本章中，我们将以平面几何为模型来解释克莱因关于几何和对称的观点。

我们知道 E2 上的刚体变换在标准直角坐标系下有表达

φ(x, y) = (x, y)A+ (x0, y0), A =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, θ ∈ R

刚体变换由以下两条性质刻画：

（1）保欧氏距离；
（2）保定向。

定义 4.0.1 En 上的正交变换是指 φ : En −→ En 满足

dE(φ(P ), φ(Q)) = dE(P,Q), ∀P,Q ∈ En

正交变换与刚体变换的区别就在于是否保定向。

例 4.0.1（反射）令 u0 ∈ En, |u0| = 1，定义

Ru0
: En −→ En, v 7→ v − 2〈v, u0〉 · u0

105
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图 4.1: 反射

注记 4.0.1 令

SO2 = {A ∈M2(R)|AAT = I, |A| > 0}, O2 = {A ∈M2(R)|AAT = I}

容易验证：

（1）

SO2 =

{(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)∣∣∣∣∣θ ∈ R

}
（2）SO2, O2 关于矩阵乘法构成群；

（3）SO2 / O2（正规子群）；

（4）O2 = SO2 t

(
1 0

0 −1

)
SO2（陪集分解）。

更进一步，我们令

G刚体 = {(A,u)|A ∈ SO2,u ∈ E2}

并定义乘法

(A,u) · (B,v) △
= (B ·A,v ·A+ u)

命题 4.0.1 (G刚体, ·) 构成群。事实上，存在自然同构

刚体变换群 ∼= G刚体

证明. (transportation of structure) 即把刚体变换 φ 和其在标准直角坐标系

下表达式中的旋转矩阵 A 和平移向量 u 等同起来，验证刚体变换的复合诱导集
合 G刚体 上的乘法运算。 �
同理，令

G正交 = {(A,u)|A ∈ O2,u ∈ E2}

则在 G正交 上由 G刚体 给出的乘法同样定义 G正交 的群结构。我们有如下图表：

刚体变换群 ∼= G刚体

	 	

正交变换群 ∼= G正交
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以及如下图表：

−
→

少

几何 变换（对称）

保距，保定向 刚体变换

保距 正交变换 大

−→
克莱因把几何定义为形（几何物体）在变换（对称）群下保持不变性质的研

究。我们再来看更多的例子来理解克莱因的观点。

回忆我们在中学几何中学习过相似的概念。注意到保距推出保角，而相似是

保角不保距的。事实上，我们有

GO2 = {λ ·A|λ ∈ R>0, A ∈ O2}

对于 λ ∈ R>0, A ∈ O2，

|λ ·A| =

∣∣∣∣∣
(
λ 0

0 λ

)
·A

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(
λ 0

0 λ

)∣∣∣∣∣ · |A| = λ2 · |A| 6= 0

所以 GO2 ⊂ GL2。又因为

(λ ·A)−1 = λ−1 ·AT ∈ GO2

(λ ·A) · (µ ·B) = (λ · µ) · (A ·B) ∈ GO2, ∀λ ·A,µ ·B ∈ GO2

所以 GO2 ≤ GL2，而且

SO2 � O2 � GO2 � GL2

定义 4.0.2 Φ : E2 −→ E2 称为相似变换，如果

Φ(x, y) = (x, y) ·A+ u, A ∈ GO2,u ∈ E2

显然，所有相似变换构成相似变换群，它对应着群

G相似 = {(A,u)|A ∈ GO2,u ∈ E2}

命题 4.0.2 相似变换群保角但不一定保长。即：∀∠PQR ⊂ E2，∀Φ : E2 −→
E2 是相似变换，

∠PQR ≡ ∠Φ(P )Φ(Q)Φ(R)
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证明. 首先说明 G相似 不一定保长。令 P = (x1, y1), Q = (x2, y2), R = (x3, y3)，

取 Φ(x, y) = (λx, λy), λ 6= 1，则

dE(Φ(P ),Φ(Q)) = dE((λx1, λy1), (λx2, λy2))

= |(λ(x1 − x2), λ(y1 − y2))|

= |λ||(x1 − x2, y1 − y2)|

= λ · dE(P,Q)

6= dE(P,Q)

进而，对任意 Φ(x, y) = (x, y)λ ·A+ (x0, y0), λ > 0, A ∈ O2

∠Φ(P )Φ(Q)Φ(R) =
〈Φ(P )− Φ(Q),Φ(R)− Φ(Q)〉
|Φ(P )− Φ(Q)| · |Φ(R)− Φ(Q)|

=
〈(P −Q)λA, (R−Q)λA〉
|(P −Q)λA| · |(R−Q)λA|

=
λ2〈(P −Q)A, (R−Q)A〉

λ2 · |(P −Q)A| · |(R−Q)A|

=
〈(P −Q) ·A, (R−Q) ·A〉
|(P −Q)A| · |(R−Q)A|

=
〈P −Q,R−Q〉
|P −Q| · |R−Q|

= ∠PQR
�

从 G正交 到 G相似，我们得到了更大的变换群，从而相应的几何性质变少了。

我们还有一种有意思的办法将 G正交 变为更大的变换群。

注意 A ∈ O2，有

AAT = 1⇒ |A| · |AT | = 1⇒ |A| = ±1

定义 S̃L2 = {A ∈M2(R)|A| = ±1}，显然有

S̃L2

 �

SO2 � O2 GL2

� 

GO2

可定义 G面积 = {(A,u)|A ∈ S̃L2,u ∈ E2}。它的性质将在习题中有所描述。
大家必然已经注意到，我们可以将 G相似 和 G面积 同时扩大到一个共同的，更

大的变换群。
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定义 4.0.3 G仿射 = {(A,u)|A ∈ GL2,u ∈ E2}，其对应的变换称为仿射变换。

非常容易确认仿射变换既不保角，也不保面积。那么，还有什么性质是仿射

变换下保持的呢？这恰恰是仿射几何的内容，我们稍作介绍：仿射变换最大的特

点是保线性。比如，P,Q,R 三点（不）共线，则在仿射变换下仍然（不）共线。

进而，我们有如下命题：

命题 4.0.3 令 Φ : E2 −→ E2 为一仿射变换，对 P,Q,R ∈ E2，令 P ′ =

Φ(P ), Q′ = Φ(Q), R′ = Φ(R)，则有：

（1）若 P,Q,R 共线，则 P ′, Q′, R′ 共线，且

|PR|
|PQ|

=
|P ′R′|
|P ′Q′|

（2）若 P,Q,R 不共线，则 P ′, Q′, R′ 也不共线，且

S△P ′Q′R′

S△PQR
=常数

即不依赖于 P,Q,R 的选取。

证明. 习题。 �
克莱因关于几何和对称的思想和当时索弗斯.李发展李群的理论是契合的。事

实上，我们已经看到了最基本的李群及其子群的例子。学好李群对于学好几何是

非常重要的。最后提一个问题（这也是克莱因 1872 年演讲的一个要点）：还有没
有比仿射变换群“更大”的变换群，以及相应的有仍然“有趣”的几何？这个问

题，将我们引入射影几何的新世界。

习题

1. 证明：反射 Ru0
是正交变换，但不是刚体变换。

2. 定义 4ABC 与 4A′B′C ′ 相似若存在两个对应角相等，证明：若在 E2 中

4ABC 与 4A′B′C ′ 相似，则存在相似变换 Φ : E2 → E2 使得

Φ(4ABC) = 4A′B′C ′.

并由此证明对应边长比例为定值。

3. 试证：映射 Φ : E2 → E2 是相似变换当且仅当 Φ 保持线段的比例，即对

任意 P 6= Q ∈ E2，dE(Φ(P ),Φ(Q))
dE(P,Q)

是非零常值。

4. 证明：令 Φ : E2 −→ E2,Φ(x, y) = (x, y)A+ u, (A,u) ∈ G面积，则
（1）S̃L2 是 GL2 的真子群；且存在 Φ ∈ G面积, 使得 Φ 不保角。
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（2）Φ 保三角形的面积。

5.（一般坐标系）令 Φ : E2 −→ E2 为仿射变换，记 Φ(O) = O′, Φ̃ = T−O′ ◦Φ，
记 Φ̃(e1) = e′

i, i = 1, 2。试证：对任意 u ∈ E2，存在唯一系数 x′, y′，使得

u = x′ · e′
1 + y′ · e′

2

从而 {O′; e′
1, e′

2} 可以看作 E2 的一个新的“坐标系”：E2 中的每一点由唯一的一

个数对所代表。
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我们在小时候就已经观察到一条笔直的马路其路两边会相交地平线上于一

点。我们该如何从数学上解释什么是“地平线”？另一方面，我们对物体在阳光下

的影子有很多直观的理解。这里头是否有什么数学？诸如此类问题导致了射影几

何的产生。在这一章里，我们将回答上述两个问题。

图 5.1: 铁轨两边相交于地平线上一点

图 5.2: 阳光下的影子

111
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5.1 射影平面

要理解射影平面，我们需要从理解射影直线开始。为此，我们考察如下问题：

试将平面上所有过原点的直线参数化。我们知道这个集合为

{[(ta, tb), t ∈ R]|a, b不同时为0}

而且

[(ta, tb), t ∈ R] = [(ta, tb), t ∈ R]⇔ ∃λ 6= 0,使得a′ = λa, b′ = λb

所以我们考察集合

R2 − {0} = {(a, b)|(a, b) 6= (0, 0)}

以及等价关系

(a, b) ∼ (a′, b′),假如存在λ 6= 0,使得a′ = λa, b′ = λb

所以 R2 − {0}/ ∼ 是我们开始问题的一个答案。
如何理解 R2 − {0}/ ∼？记 RP1 = R2 − {0}/ ∼，我们有自然映射

R φ−→ RP1, t 7→ [(t, 1)]

ϕ 是单射，但并非满射，因为 y 轴所对应的点 [(1, 0)] 并不在 ϕ 的像集上。注意

到当 t→∞ 或 t→ −∞ 时，ϕ(t)→ [(1, 0)]，我们把 RP1 上的点 [(1, 0)] 称为射

影直线的无穷远点。所以 RP1 可以理解为添加无穷远点的直线。

图 5.3: 射影直线

我们称 RP1 为射影直线。

显然，R2 上的坐标 (x, y) 并非 RP1 上好的坐标。我们利用记号 (x : y) 来表

达 RP1 是恰当的：

（1）x, y 不同时为 0；
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（2）(x : y) = (x′ : y′)，如果 ∃λ 6= 0，使得 x′ = λx, y′ = λy。

我们称 (x : y) 为 RP1 上的齐次坐标。

接下来，我们将上述考察推广到高一维，即射影平面

RP2 △
= R3 − {0}/ ∼

(x, y, z) ∼ (x′, y′, z′)⇔ ∃λ 6= 0, x′ = λx, y′ = λy, z′ = λz

齐次坐标 (x : y : z)。

射影平面有两重身份：首先 RP2 是 R3 中所有穿过原点直线的集合；其次

RP2 是我们二维平面 R2 的一个扩充，即所谓的 R2 添加上一条无穷远直线（地

平线）。

图 5.4: 射影平面

可以清楚观察到：若 (x : y : z) 有 z 6= 0，则直线 {(tx, ty, tz)|t ∈ R} 交
{z = 1} 平面于唯一一点，其坐标为 (

x

z
,
y

z
, 1)；若 (x : y : z) 有 z = 0，则直线落

在 xy 平面，而根据上述讨论，它们和 RP1 上的点一一对应。所以：

RP2 = R2 t RP1

= R2 t R1 t R0

当然，我们可以进一步定义 RPn, ∀n ∈ N。但是 RP2，作为 R2 的自然扩充，

是古典射影几何讨论的主要对象。所以，我们将从 RP2 为主要舞台，展开对射影

几何的学习与探讨。

RP2 上的点与线：我们可以把 (x : y : z) 满足 z 6= 0 的点称为普通点；而把

(x : y : 0) 的点称为一个无穷远点。从而 RP2 上的点集是普通点集合与无穷远点

集合的无交并。有趣的，也是更要紧的是，RP2 上的每一点其实代表着 R3 中过

原点的一条直线，因而普通点与无穷远点并无区别。

注记 5.1.1 在历史上，数学家很早就注意到欧几里德在《几何原本》中对点
的定义是没有意义的。点不仅仅是指所谓空间的一个位置，它其实可以是任意东

西。重要的不是点是什么，而是点与点的关系是什么，这导致几何结构的产生。
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定义 5.1.1 RP2 中的一条直线是指满足某一齐次线性方程的零点集：

{(x : y : z) ∈ RP2|ax+ by + cz = 0, a, b, c不全为0}

思考题：为什么我们要求线性方程是齐次的？

我们有一条“特殊”的直线，即

l∞
△
= {z = 0}

l∞ 由所有的无穷远点构成，故称为无穷远直线。

一方面，我们有 RP2 与 R2 关于点、线关联性质相同的地方。

命题 5.1.1 令 Pi ∈ RP2, i = 1, 2 为两点，则存在唯一一条直线 l ⊂ RP2，使

得 P1 ∈ l 且 P2 ∈ l。

证明. 令 P1 = (xi : yi : zi), i = 1, 2，因为 P1 6= P2，所以

(x1, y1, z1)× (x2, y2, z2)
△
= (a, b, c) 6= 0

故得 R3 中过原点平面（即 RP2 中的直线）方程

l : ax+ by + cz = 0

容易验证：l 满足 Pi ∈ l, i = 1, 2，且连接 P1, P2 的直线唯一。 �
但另一方面，RP2 上的直线相交性质与 R2 上直线相交性质有一个很大的不

同：

命题 5.1.2 RP2 上任意两条直线必相交，且相交于一点。

证明. 记
li = {aix+ biy + ciz = 0}, i = 1, 2

为两条 RP2 上不同的直线。因为 l1 6= l2，根据定义，则有

(a1, b1, c1)× (a2, b2, c2) 6= 0

所以 a1 · x+ b1 · y + c1 · z = 0

a2 · x+ b2 · y + c2 · z = 0

定义了 R3 中过原点的一条直线；亦即 RP2 中的一个点，显然这个点即为 l1∩ l2 ∈
RP2。 �
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大家注意到命题 5.1.2与命题 5.1.1的证明，即两直线交于一点与两点共一直
线这两个不同的几何命题的证明有非常相似的理由。如果我们将命题 5.1.2中的
(ai, bi, ci) 写为 (xi, yi, zi)，并定义

(a, b, c) = (x1, y1, z1)× (x2, y2, z2)

则 (a : b : c) = l1∩l2。这里蕴含着射影平面上点与直线的对偶关系：给定 (a : b : c)，

我们可以把它看为 RP2 中的一个点，同时通过 ax + by + cz = 0，看为 RP2 中

的一条直线。反之亦然。我们记 P = (a : b : c), lP = {ax + by + cz = 0} 或
l = {ax+ by + cz = 0}, Pl = (a : b : c)。

命题 5.1.3 设 P ∈ RP2 为一点，l ⊂ RP2 为一直线，则有

P ∈ l⇔ lP 3 Pl

证明. 令 P = (a : b : c), l = {a′x+ b′y + c′z = 0}，则

P ∈ l⇔ a′a+ b′b+ c′c = 0

⇔ aa′ + bb′ + cc′ = 0

⇔ lP 3 Pl

�
我们有自然的办法将 R2 上的直线扩充成 RP2 上的直线，这就是坐标齐次化

的办法：令 l0 : au + bv + c = 0, a, b不全为0 为 R2 上的一条直线。齐次化是指：

令 ξ =
x

z
, η =

y

z
，代入 l0 的方程得

a(
x

z
) + b(

y

z
) + c = 0

两边同时乘以 z，得

l : ax+ by + cz = 0

l ⊂ RP2 为直线。它与 l0 的关系如下：

l = l ∩ R2 t l ∩ l∞ = l0 t l0对应的无穷远点

事实上，

R2 = {(x : y : z) ∈ RP2|z 6= 0}

l∞ = {(x : y : z) ∈ RP2|z = 0}

所以 ax+ by + cz = 0

z 6= 0



116 第五章 射影平面与射影变换

推得 a(
x

z
) + b(

y

z
) + c = 0，即 au+ bv + c = 0。由ax+ by + cz = 0

z = 0

得 l ∩ l∞ = {(−b : a : 0)}。我们称 l 为 l0 的射影化。

坐标齐次化是联系 R2 上的几何与 RP2 上的几何的有效办法。我们用它来讨

论一下 RP2 上的二次曲线。

定义 5.1.2 RP2 上的二次曲线是某一二次三元齐次多项式的零点集 C，即

F (x, y, z) =
(
x y z

)
A


x

y

z

 , C = CT , C 6= 0

X = {(x : y : z)|F (x, y, z) = 0}

注意，在上述定义中，暗含着如下事实：因为 F 是二次齐次的，所以：

F (λx, λy, λz) = λ2F (x, y, z), ∀λ ∈ R

因此

F (x, y, z) 6= 0⇔ F (λx, λy, λz) = 0, ∀λ 6= 0

因为在 RP2 中 (x : y : z) = (λx, λy, λz), λ 6= 0 代表同一个点，所以 F 在 RP2 中

的零点集是良好定义的。

例 5.1.1 我们平面中典型的（光滑）二次曲线分别为椭圆、抛物线、双曲线。

u2

a2
+
v2

b2
= 1, a ≥ b > 0 u2 − av = 0, a > 0

u2

a2
− v2

b2
= 1, a, b > 0

大家看到抛物线和双曲线是无限延展的，应该与无穷远直线相交。下面，我

们来考虑一下射影平面中它们分别对应着什么样的几何形状。为此，我们将方程

齐次化：

令
x

z
= u,

y

z
= v，代入并两边同时乘以 z2，得

然后，我们分别考察 RP2 中的二次曲线与 l∞ 的相交情况。对此，我们将

z = 0 代入二次齐次方程，得：
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R2 RP2 l∞

椭圆
u2

a2
+
v2

b2
= 1, a ≥ b > 0

x2

a2
+
y2

b2
− z2 = 0 ∅

抛物线 u2 − av = 0, a > 0 x2 − ayz = 0 切于一点

双曲线
u2

a2
− v2

b2
= 1, a, b > 0

x2

a2
− y2

b2
− z2 = 0 交于两点

对椭圆：

x2

a2
+
y2

b2
= 0⇒ x = y = 0,但l上的点要求x, y不可同时为0

所以 {
x2

a2
− y2

b2
− z2 = 0

}
∩ l∞ = ∅

对抛物线：

x2 = 0⇒ x = 0

所以

x2 − ayz = 0 ∩ l∞ = {(0 : 1 : 0)}

对双曲线：
x2

a2
− y2

b2
= 0⇒ x = ±a

b
y

所以 {
x2

a2
− y2

b2
− z2 = 0

}
∩ l∞ =

{(
±a
b
: 1 : 0

)}
如果，我们在 l∞ 上来看他们对应的图形，应该是这样的：

相离 相切 相交

所以，在射影平面里，平面上的三种不同几何形状的二次曲线得到了统一。它

们本质上是同一种二次曲线，只是相对于无穷远的直线位置不同而已。在下一章

中，我们会引入射影变换，从而可以严格说明“本质上是同一种”的含义。事实

上，我们会对 RP2 上的二次曲线进行射影变换下的分类。

注记 5.1.2 我们可以考察高次的射影曲线，即考察高次三元齐次多项式的零
点集。比如费马曲线：

xn + yn = zn, n ≥ 3
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研究它们的几何性状不是一件平凡的事情。在《代数几何初步》中，我们会研究

一般的射影曲线理论。但是，有一个很基本的不同是，我们将考察复射影平面中

的射影曲线。类似于 RP2 的定义，我们有

CP2 △
= C3 − {0}/ ∼

(x, y, z) ∼ (x′, y′, z′),如果∃λ ∈ C− {0},使得x′ = λx, y′ = λy, z′ = λz

由于 R ⊂ C，所以我们有 RP2 ⊂ CP2。CP2 是一个实四维的空间，我们无

法直接想象。这也是代数几何比较抽象的一个原因。但复数的引入，事实上（从

代数几何上）简化了很多事情：比如，任意次数为 n 的一元多项式总有 n 个复

根（带重数计算）；而次数为 n 的实系数一元多项式实根的个数不是确定的（总

≤ n，但多种情况可以发生）。又比如：在《代数几何初步》中，我们将学习一个
基本事实：

Bezout 定理：一条次数为 n 的复射影曲线，相交于一条次数为 m 的复射影曲

线于 n ·m 个复点（带重数）。

这个定理是两个直线相交于一点的高次数推广。再比如，把实射影曲线看成复射

影曲线与一实射影平面在复射影平面中的截线，可以帮助我们了解实射影曲线。

事实上，复射影曲线的分类相较与实射影曲线的分类要容易得多！

5.2 射影变换

我们首先从代数上来认识射影变换。

我们任取一 3 × 3 可逆方阵 A = (aij)3×3，那么，我们从第三章关于矩阵的

学习知道：

ΦA : (x, y, z) 7→ (x, y, z)A

定义了 R3 −→ R3 的一个映射。

命题 5.2.1 ΦA 诱导了射影平面到射影平面的一个映射，我们称为一个射影

变换。

证明. 回忆：RP2 = R3 − {0}/∼。我们有自然映射：

R3 − {0}
π� RP2, (x, y, z) 7→ (x : y : z).
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我们考察：

R3 ΦA−→ R3

⊂ ⊂

R3 − {0} ΦA99K R3 − {0}
π � π �

RP2 ΦA99K RP2

首先，注意到 ΦA(0) = 0A = 0，且 ΦA是双射（习题：验证 ΦA−1◦ΦA = ΦA◦ΦA−1 =

ΦI = id）。所以，ΦA(R3 − {0}) = R3 − {0}，即 ΦA 限制在 R3 − {0} 上得映射
（仍记为 ΦA）

ΦA : R3 − {0} −→ R3 − {0}

其次，我们验证 ΦA 把等价类映到等价类。即：断言：

∀λ > 0,ΦA(x, y, z) ∼ ΦA(λx, λy, λz)

事实上，ΦA(λx, λy, λz) = (λx, λy, λz)A = λ · ((x, y, z)A) = λ ·ΦA(x, y, z)，断言
自然成立。因此，我们得到在 RP2 之间良好定义的映射：

ΦA(x : y : z)
∆
= π(ΦA(x, y, z))

�

命题 5.2.2 RP2 上射影变换的全体关于映射的复合构成群，称为 RP2 的射

影变换群。

证明. 我们验证如下事实（习题）：对于 A,B ∈ GL3，

ΦB ◦ ΦA = ΦA·B

所以射影变换关于映射的复合封闭；所以 ΦI = id是单位元；所以 (ΦA)
−1 = ΦA−1，

即逆元总存在。 �
我们记 RP2 的射影变换群为

PGL3 = {ΦA|A ∈ GL3}◦

此处，我们用了对偶群的记号。即群 G 的对偶群记为 G◦。

注记 5.2.1 设 (G, ·) 为群。那么，群 G◦ 作为集合即为 G。但其乘法运算 ∗
定义为

a ∗ b := b · a.

群 G 与对偶群 G◦ 是自然同构的：G ∼= G◦, g 7→ g−1。
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那么，PGL3 是一个什么样的群？为此，我们有：

命题 5.2.3 我们记

R∗ ∆
= {λ · I|λ ∈ R− {0}} ⊆ GL3

则 R∗ / GL3，且有

PGL3
∼= GL3/R∗

证明. 任取 A ∈ GL3，则有

A · (λ · I) ·A−1 = (λ · I) · (A ·A−1) = λ · I

故 R∗ / GL3。

商群 GL3/R∗ = {[A]|A ∈ GL3}，且

[A] = [B]⇔ ∃λ ∈ R− {0}, B = λ ·A

注意到 Φλ·A = ΦA, ∀λ ∈ R− {0}（习题），我们有自然映射：

α : GL3/R∗ −→ PGL3, [A] 7→ ΦA

由于我们取了对偶群，α 为群同态。根据射影变换群的定义，α 是满射。我们需

验证 α 是单射，即 Ker(α) = {[I]}。设 (aij) = A ∈ GL3 使得 ΦA = id，那么我
们有：

ΦA(1 : 0 : 0) = (1 : 0 : 0) (5.1)

ΦA(0 : 1 : 0) = (0 : 1 : 0) (5.2)

ΦA(0 : 0 : 1) = (0 : 0 : 1) (5.3)

ΦA(1 : 1 : 1) = (1 : 1 : 1) (5.4)

那么，由 (5.1), (5.2), (5.3) 知，存在 λ1, λ2, λ3 ∈ R− {0}，使得

A =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


最后，由 (5.4)，知 λ1 = λ2 = λ3 = λ。故 A = λ · I。得证。 �
我们现在要说明一个克莱因在 Erlangen 纲领中的一个重要观察：射影几何

与平面几何相统一。那如何统一呢？
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命题 5.2.4 RP2 上保持无穷远直线 l∞ 的射影变换构成 PGL3(R) 的一个子
群 G；且群 G 自然同构于 R2 上的仿射变换群1。

注记 5.2.2 设 X 为一集合，我们令

Aut(X) = {f : X → X,双射}

则 Aut(X) 关于映射复合构成群（习题）。当 X 元素个数很多的时候，这个群就

会变得很大2。在我们几何的情形中，往往会在集合 X 上加上附加结构。比如对

X = R3，我们会在 X 上加上线性结构，使 X 成为所谓的三维实线性空间；再加

上一个内积结构，就使 X 称为三维欧氏空间。这时，几何中出现的自然的变换群

就是需要保持这些结构的。视具体结构而定，我们就会得到 Aut(X) 中不同的子

群。3克莱因在他 1872 年的演讲中，提出了一个与之相关的重要观点：给定一个
子集族 Y = {Yα}α∈Λ, Yα ⊂ X，那么

AutY(X) = {f ∈ Aut(X)|f(Yα) = Yα, ∀α ∈ Λ}

构成 Aut(X) 的一个子群（习题）。

命题 5.2.4的证明. 令

G = {φ ∈ PGL3|φ(l∞) = l∞}

由注记 5.2.2，G ≤ PGL3。回忆：R2 上的仿射变换群

G仿射 = {(A,u)|A ∈ GL2,u ∈ R2}

其乘法为

(A,u) · (B,v) = (B ·A,vA) + u

我们需证：存在（自然）群同构 G ∼= G仿射。为此，我们构造映射

β : G仿射 −→ PGL3, (A,u) 7→ Φ
(̃A,u)

其中

(̃A,u) =
(
A2×2 02×1

u1×2 1

)
3×3

1见第四章，几何与对称。
2当 X 元素个数为有限的时候，我们称之为置换群，它是重要的有限群例子。
3这些子群又往往附带除群结构之外的其它结构。如李群就附带与群结构相容的流形结构。
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首先，我们说明 β(G仿射) ⊂ G。为此，我们需说明 Φ
(̃A,u)

把 l∞ 送到 l∞。l∞

的定义方程为 z = 0，即 (
x y z

)
0

0

1

 = 0

那么，Φ
(̃A,u)

(l∞) 的定义方程为（为何？）

(
x y z

)
(
A 0
u 1

)−1


0

0

1


 = 0

即 (
x y z

)
0

0

1

 = 0

即 z = 0。所以 ∀(A,u) ∈ G仿射, β((A,u)) ∈ G。所以得到映射：

β : G仿射 −→  G

其次，我们说明 β 是群同态。显然 β(I,0) = Φ
(̃I,0) = id，故 β 把 G仿射 的中

心元送到中心元。又 Φ
(̃A,u)

◦ Φ
(̃B,v) = Φ

(̃B,v)·(̃A,u)
，而

(̃B,v) · (̃A,u) =
(
B 0
v 1

)
·

(
A 0
u 1

)

=

(
B ·A 0

u + vA 1

)
故 Φ

(̃B,v)·(̃A,u)
= Φ ˜(B·A,u+vA)

，即 β((A,u) · (B,v)) = β((A,u)) ◦ β((B,v))。
最后，我们说明 β 既单且满。单射的证明留作习题4。我们来说明 β 是满射。

这要重复第一步的计算：设 P ∈ GL3(R)，使得 ΦP ∈ G，那么，我们就有

(
x y z

)P−1


0

0

1


 = 0

是 l∞ 的定义方程 z = 0，所以

P−1


0

0

1

 =


0

0

λ

 , λ 6= 0

4注意到我们已经说明了 β 是群同态。所以，验证 β 是单射只需验证 ker(β) = {(I, 0)}
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记 P−1 = (pij)3×3，将上述等式展开，我们得到

P =

(
A 0
u λ

)
, |A| 6= 0

由于 Φλ−1P = ΦP，而

λ−1P =

(
λ−1A 0
λ−1u 1

)
故得 ΦP = β((λ−1A, λ−1u)) ∈ Im(β)。命题得证。 �
如何从几何上来理解 RP2 上的射影变换呢？为此，我们先来理解 RP1 上的

射影变换。从代数上看，RP1 上的射影变换形如 ΦA, A ∈ GL2，它由

ΦA : R2 −→ R2, (x, y) 7→ (x, y)A

自然诱导出来。用射影坐标写，设 A =

(
a b

c d

)
，则

ΦA : (x : y) 7→ (ax+ cy : bx+ dy)

我们在 R 上观察一个射影变换：令 t =
x

y
，则

ΦA(t : 1) = (at+ c : bt+ d)

当 b 6= 0 且 t 6= −d
b
时，

ΦA(t : 1) = (
at+ c

bt+ d
: 1)

我们一般把 φA : t 7→ at+ c

bt+ d
称为 R 的一个分式线性变换。事实上，R 上的分式

线性变换与 RP1 上的射影变换是同一回事：

（1）b = 0，则上述分式线性变换在 R上处处定义。此时，我们有自然的延拓：

∞ 7→ a · ∞+ c

d
=∞

（2）b 6= 0，则上述分式线性变换在 t = −d
b
没有定义。此时，我们有自然延拓

−d
b
7→

a · (−d
b
) + c

0
=∞

∞ 7→ a · ∞+ c

b · ∞+ d
=
a+ c

∞

b+ d
∞

=
a

b

我们非常容易观察到，除非(
a b

c d

)
=

(
a 0

c a

)
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（此时 φA(t) = t+ c）否则 φA 不会保持 R 上的欧氏距离。
在射影几何中，首一重要的是：φA 保持 R 上的交比5。

定义 5.2.1 对 R 上的有序的四个实数 t1, t2, t3, t4，我们定义其交比

R(t1, t2, t3, t4) =
t3 − t1
t3 − t2

· t4 − t2
t4 − t1

我们非常容易验证以下

命题 5.2.5 R 上的分式线性变换保持交比不变。

证明. 令 t′i = φA(ti), i = 1, 2, 3, 4，直接计算得到：

t′i − t′j =
ad− bc

(bti + d)(btj + d)
· (ti − tj)

将上式代入交比的定义，约化后即得命题。

注记 5.2.3 我们可以将交比定义延拓到其中一点为∞。做法如下：以 t4 =∞
为例，我们定义

R(t1, t2, t3,∞) =
t3 − t1
t3 − t2

· ∞ − t2
∞− t1

=
t3 − t1
t3 − t2

·
1− t2

∞
1− t1

∞

=
t3 − t1
t3 − t2

对其他点为 ∞ 时，类似定义。另一种做法，我们可以将交比用射影坐标写出：取
Pi = (xi : yi), i = 1, 2, 3, 4 为 RP1 上有序四点，则

R(P1, P2, P3, P4)
∆
=
x3y1 − x1y3
x3y2 − x2y3

· x4y2 − x2y4
x4y1 − x1y4

我们把上述定义称为射影直线上的交比。

命题 5.2.6 RP1 上的射影变换保持交比不变。

证明. 可以由命题 5.2.5推出，也可以直接用定义计算得到。具体过程留作习
题。 �
我们有逆命题：

命题 5.2.7 RP1 上保持交比的双射是一射影变换。

5交比不是距离，但可以看作 R 上的射影距离。
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证明. 令 φ : RP1 −→ RP1 为一保持交比的双射。令 φ(1) = a1, φ(0) =

a2, φ(∞) = a3。φ 为双射，所以 ai 6= aj , i 6= j。断言：必存在（唯一）射影

变换 ΦA : RP1 −→ RP1，满足

ΦA(a1) = 1,ΦA(a2) = 0,ΦA(a3) =∞

。

情形一：∞ 6∈ {a1, a2, a3}。考察分式线性变换 t 7→ at+ c

bt+ d
，有

a · a1 + c

b · a1 + d
= 1⇔ a · a1 + c = b · a1 + d

a · a2 + c

b · a2 + d
= 0⇔ a · a2 + c = 0

a · a3 + c

b · a3 + d
=∞⇔ b · a3 + d = 0

得 (
a b

c d

)
= λ ·

(
a1 − a3 a1 − a2

a2(a3 − a1) a3(a2 − a1)

)
, λ 6= 0

情形二：∞ ∈ {a1, a2, a3}。我们只考察 a1 =∞，其余二种情形留作习题。由
a · ∞+ c

b · ∞+ d
= 1，得到 a = b（此条件也可通过射影坐标的写法得到）。所以，我们

得到 (
a b

c d

)
= λ ·

(
1 1

−a2 −a3

)
, λ 6= 0

断言得证。

由命题 5.2.6，我们知道复合映射

RP1 ϕ //

ψ

22RP1 ΦA // RP1

ψ
∆
= ΦA ◦φ 保持交比，且 ψ(1) = 1, ψ(0) = 0, ψ(∞) =∞。取 t 6∈ {0, 1,∞}，则有

R(ψ(t), ψ(1);ψ(0), ψ(∞)) = R(ψ(t), 1; 0,∞) = R(t, 1; 0,∞)

⇔0− ψ(t)
0− 1

=
0− t
0− 1

⇔ψ(t) = t

⇔ψ = id

故 φ = (ΦA)
−1 = ΦA−1 亦为一射影变换。 �

事实上，射影变换在生活中处处可见。最简单的一种是如下：
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定义 5.2.2 令 l1, l2 为 RP2 中两条直线，令 O 6∈ l1 ∪ l2。以 O 为透视点，从

l1 到 l2 的透视投影定义为：∀P ∈ l1，点 O,P 确定的直线交于 l2 于唯一一点 Q，

我们记 Q = l1
O

Z l2(P )。

图 5.5: 透视投影

我们不妨设 l1 由方程 y = kx + b 给出，以及 l2 由 y = 0 给出，O 点坐标

(x0, y0)。这样，对于直线 li, i = 1, 2，我们都可以用 x 值来代表其上一点。一个

简单的计算表明映射

l1
O

Z l2 : l1 −→ l2, x 7→
(kx0 − y0)x+ bx0
kx+ (b− y0)

且行列式 ∣∣∣∣∣kx0 − y0 k

bx0 b− y0

∣∣∣∣∣ = y0(y0 − kx0 − b) 6= 0

（这是因为 O 6∈ l1 ∪ l2）。
所以，在给好 li 的坐标后，我们计算表明投影透视为射影变换。当然，我

们需要注意到这么一个事实：直线 l ⊂ RP2 的坐标不是唯一的。那么，我们在

表达映射的时候，就有一个表达式依赖于坐标选取的问题！这个问题的另一种形

式是，在某些情形，我们甚至无法同时用 x 或 y 来同时参数化两条直线。比如：

l1 = {x = 0}, l2 = {y = 0}。为此，我们定义 l ⊂ RP2 的射影坐标如下：

定义 5.2.3 设 l ⊂ RP2 是由方程

{ax+ by + cz = 0}
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给出的直线，l 的一个射影坐标（或射影参数化），是指一个单射

ϕ : RP1 −→ RP2, (u : v) 7→ (x(u, v) : y(u, v) : z(u, v))

其中 x(u, v), y(u, v), z(u, v) 为以 u, v 为变量的齐次一次多项式（即形如 λu +

µv, λ, µ ∈ R），满足条件

ax(u, v) + by(u, v) + cz(u, v) = 0, ∀(u : v) ∈ RP1

可以证明 φ 诱导 RP1 到 l 的双射（习题）。

注记 5.2.4 我们指出如下事实：
（1）l 的射影坐标的选取是无穷多的。事实上，它的选取可以与由 {ax+ by+

cz = 0} 在 R3 中定义的平面中过原点的一对满足 ω1 × ω2 6= 0 的向量 {ω1, ω2}
对应起来。

（2）回忆在讲述平面方程的即约形式6中，我们会得到平面的一个参数化，它

给出了相应射影直线的一个自然射影坐标。我们以 a 6= 0 举例：此时

x = (− b
a
)y + (− c

a
)z

令

ϕ(u : v) = (− b
a
u− c

a
v : u : v)

则 ϕ 是一个 l 的射影坐标。

命题 5.2.8 设

ϕi : (ui : vi) 7→ (x(ui, vi) : y(ui, vi) : z(ui, vi))

为直线 li ⊂ RP2, i = 1, 2 的射影坐标。则任一透视投影诱导了一射影变换。即以

下复合映射

α : RP1 φ1−→ l1
l1

O
⊼l2−→ l2

φ−1
2−→ RP1

有表达式：

α(u1 : v1) = (au2 + cv2 : bu2 + dv2)

其中 A =

(
a b

c d

)
∈ GL2。

6见第二章
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推论 5.2.9 设有 l = l1, l2, · · · , ln = l′ ⊂ RP2 为 n 条直线，有点 {Oi,i+1|1 ≤
i ≤ n − 1} ⊂ RP2，满足 Oi,i+1 6∈ li ∪ li+1。则对 l（l′）的任一射影坐标 (u : v)

（(u′ : v′)），映射的复合：

Φ = ln−1

On−1,n

Z ln ◦ · · · ◦ li
Oi,i+1

Z li+1 ◦ · · · ◦ l1
O1,2

Z l2 : l −→ l′

有代数表达

Φ(u : v) = (au′ + cv′ : bu′ + dv′)

其中

(
a b

c d

)
∈ GL2。

上述推论表明：透视投影的有限次复合均为射影变换。

命题 5.2.8的证明. 不妨设 O = (x0 : y0 : z0)，

l1 = {x+ λ1y + λ2z = 0}

l2 = {λ3x+ y + λ4z = 0}

对于 l1（l2）我们有自然射影坐标 (y : z)（(x : z)）。

对于 P = (x1 : y1 : z1) ∈ l1，经过 O,P 点的直线方程为∣∣∣∣∣y0 z0

y1 z1

∣∣∣∣∣x−
∣∣∣∣∣x0 z0

x1 z1

∣∣∣∣∣ y +
∣∣∣∣∣x0 y0

x1 y1

∣∣∣∣∣ z = 0

它与 l2 的交点 Q 坐标 (x2 : y2 : z2) 由以下表达式给出：

(λ3, 1, λ4)× (

∣∣∣∣∣y0 z0

y1 z1

∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣x0 z0

x1 z1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣x0 y0

x1 y1

∣∣∣∣∣)
即为

Q = (

∣∣∣∣∣x0 y0

x1 y1

∣∣∣∣∣+ λ4

∣∣∣∣∣x0 z0

x1 z1

∣∣∣∣∣ : λ4

∣∣∣∣∣y0 z0

y1 z1

∣∣∣∣∣− λ3

∣∣∣∣∣x0 y0

x1 y1

∣∣∣∣∣ : −λ3

∣∣∣∣∣x0 z0

x1 z1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣y0 z0

y1 z1

∣∣∣∣∣)
我们把 x1 = −λ1y1 − λ2z1 代入上式，得到如下表达式：(

x2 z2

)
=
(
y1 z1

)( x0 + λ1y0 + λ1λ4z0 (1− λ1λ3)z0

λ4x0 + λ2y0 + λ2λ4z0 −λ3x0 − y0 − λ2λ3z0

)
∆
=
(
y1 z1

)
A

其中

|A| = −(x0 + λ1y0 + λ2z0) · (λ3x0 + y0 + λ4z0) 6= 0
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以上，我们证明了在 l1, l2 的自然坐标下命题的成立。剩下来，我们说明，如

果 l1 或 l2 转换射影坐标，我们仍然得到命题。我们只考察 l1 上的一射影坐标转

换（l2 的射影坐标类似讨论）。

令

ϕ : (u : v) 7→ (x(u, v) : y(u, v) : z(u, v))

为 l1 的一射影坐标，其中

x(u, v) = c11u+ c21v

y(u, v) = c12u+ c22v

z(u, v) = c13u+ c23v

即 (
x y z

)
=
(
u v

)(c11 c12 c13

c21 c22 c23

)
注意到

ϕ(1, 0) = (c11, c12, c13), ϕ(0, 1) = (c21, c22, c23).

且因为 ϕ 为单射，我们知道

(c11, c12, c13)× (c21, c22, c23) 6= 0

由 x(u, v) + λ1y(u, v) + λ2z(u, v) = 0，得

(c11, c12, c13)× (c21, c22, c23) = λ(1, λ1, λ2), λ 6= 0

故 ∣∣∣∣∣c12 c13

c22 c23

∣∣∣∣∣ 6= 0

于是 (
y z

)
=
(
u v

)(c12 c13

c22 c23

)
∆
=
(
u v

)
C

其中 C ∈ GL2。因此 l1
O

Z l2 在关于 l1 的射影坐标 (u : v) 和 l2 的自然射影坐标

(x : z) 有代数表达式 (
x z

)
=
(
u v

)
(C ·A)

故命题仍然成立。 �

推论 5.2.10 交比在透视投影的有限次复合下保持不变。

证明. 由命题 5.2.6和推论 5.2.9得出。 �
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注记 5.2.5 我们称透视投影的有限次复合（推论 5.2.9）为射影对应。推论
5.2.9说明，在固定好直线的射影坐标后，射影对应为一 RP1 上的射影变换。反

之也成立，即 RP1 上的任一射影变换可实现为 RP2 中两直线（关于某射影坐标）

的射影对应。其本质原因有二：一是恒等映射为一透视投影；二是同一直线上的

不同射影坐标之间的转换由可逆矩阵给出，反之一个可逆矩阵定义了一个坐标变

换。

图 5.6: 恒等映射为一透视投影

定理 5.2.11 设 φ : RP2 −→ RP2 为一双射，则 φ 为射影变换，当且仅当：

（1）φ 保直线（即 φ 把直线映到直线）；

（2）φ 保交比。

证明.（⇒）令 φ = ΦA 为一射影变换，则（1）显然成立。设 l1 ⊂ RP2 为一

直线，l2 = φ(l1)，任取

ϕ : RP1 −→ l1 ⊂ RP2

为一射影坐标，则有

RP1 ∼φ−→ l1 ⊂ RP2

ϕ◦φ−→ ∼

φ

−→ ∼

φ

−→

l2 ⊂ RP2

容易看出

φ ◦ ϕ : RP1 −→ RP2, (u : v) 7→ (x : y : z)

给出了 l2 的一个射影坐标。进一步，φ在 l1 的射影坐标 ϕ和 l2 的射影坐标 φ ◦ϕ
的表达矩阵为恒等矩阵！对 {P1, i = 1, 2, 3, 4} ⊂ l1，记 Qi = φ(Pi) ∈ l2。那么，
我们有

R(P1, P2, P3, P4) := R(ϕ−1P1, ϕ
−1P2, ϕ

−1P3, ϕ
−1P4)

= R((φ ◦ ϕ)−1Q1, (φ ◦ ϕ)−1Q2, (φ ◦ ϕ)−1Q3, (φ ◦ ϕ)−1Q4)

=: R(Q1, Q2, Q3, Q4).
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即 φ 保持交比。

（⇐）设 φ : RP2 −→ RP2 为保直线和保交比的双射。令

l1
∆
= φ({x = 0}), l2

∆
= φ({y = 0}), l3

∆
= φ({z = 0}),

l4
∆
= φ({x+ y + z = 0})

令

li = {aix+ biy + ciz = 0}, 1 ≤ i ≤ 4

下面，我们断言：存在（唯一）ΦB : RP2 −→ RP2，使得

ΦB(l1) = {x = 0}

ΦB(l2) = {y = 0}

ΦB(l3) = {z = 0}

ΦB(l4) = {x+ y + z = 0}

即 B 需要满足

B−1 ·


a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

 =


λ1 0 0 λ4

0 λ2 0 λ4

0 0 λ3 λ4

 , λi 6= 0

令

A =


a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3


注意到 {x = 0}，{y = 0}，{z = 0} 两两相交于三点。那么由 φ 是双射，推得

{l1, l2, l3} 两两相交于三点，故 A ∈ GL3。令
ã4

b̃4

c̃4

 = A−1


a4

b4

c4


断言：ã4 6= 0, b̃4 6= 0, c̃4 6= 0。事实上，我们注意到

ΦA(l1) = {x = 0}, ΦA(l2) = {y = 0}, ΦA(l3) = {z = 0}.

令 l̃4 := ΦA(l4)，其定义方程为：

ã4x+ b̃4y + c̃4z = 0.
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显然，ã4, b̃4, c̃4 不全为零。我们不妨设 ã4 6= 0。现在如果假定 b̃4 = c̃4 = 0，那么

则有 l̃4 = l1。矛盾！所以，b̃4, c̃4 不全为零。不妨设 b̃4 6= 0。假设 c̃4 = 0。那么

{x = 0} ∩ {y = 0} ∩ l̃4 6= ∅

但是这与

l1 ∩ l2 ∩ l4 = φ({x = 0} ∩ {y = 0} ∩ {x+ y + z = 0}) = ∅

矛盾！断言得证。现在我们令

B = A


ã4 0 0

0 b̃4 0

0 0 c̃4

 .

容易验证 B 即为所求。

故复合映射 ψ
∆
= ΦA−1 ◦ φ 有如下性质：

（1）双射；
（2）保直线；
（3）保交比；
（4）ψ 固定三条直线 {x = 0}, {y = 0}, {z = 0} 点点不动。
事实上，{l1, l2, l3, l4} 中每条直线交其余三条于三点，这些交点在 ψ 映射下

保持不动。ψ 分别固定 l1, l2, l3 这三条直线，故诱导这三条直线上的保交比的双

射。根据命题 5.2.7，诱导映射为 li, i = 1, 2, 3 上的一射影变换。又该射影变换固

定 li, i = 1, 2, 3 上三个点，那么必然固定整条 li, i = 1, 2, 3，因此 ψ 满足（4）。

ϕ−→
ψ
=
Φ
A−

1 ◦ϕ
−→ ΦA−1

−→
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任取 l1, l2, l3 这三条直线外一点 P，任取过 P 点直线 l，则 l 必分别交 {z =
0}, {x = 0}, {y = 0} 于一点，记为 Q,R, S。则由（2），ψ(l) = l′ 仍为直线；由

（4），l′ 是由 Q,R, S 确定的直线，因此 l′ = l；由（3），

R(ψ(P ), ψ(Q), ψ(R), ψ(S)) = R(ψ(P ), Q,R, S) = R(P,Q,R, S)

由此，得到 ψ(P ) = P，故

ψ = id

即得 φ = (ΦB−1)−1 = ΦB 为射影变换。 �

5.3 应用举例

我们以射影变换的几个应用来结束射影几何的学习。

（一）射影平面中二次曲线在射影变换下的分类

回忆7RP2 中二次曲线是某一齐次二次三元多项式的零点集，即

X =

(x : y : z) ∈ RP2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(
x y z

)
C


x

y

z

 = 0, CT = C,C 6= 0


记

S = {X ⊂ RP2|X为二次曲线}

定义关系 X ∼ X ′，若存在射影变换 ΦA，使得

X ′ = ΦA(X)

由命题 5.2.2，∼ 是 S 上的等价关系。

简单计算得到，ΦA(X) 由下列方程给出：

(
x y z

)
(A−1C(A−1)T )


x

y

z

 = 0

所以，二次曲线在射影变换下的分类问题，本质上是如下（线性）代数问题：

对称矩阵 C 与 C ′ 称为相合，若存在可逆方阵 A，使得

C ′ = ACAT

7见定义 5.1.1
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显然，相合是对称矩阵集合上的等价关系。那么，我们如何做出分类呢？

回忆命题 3.2.5：
∀ C 对称阵，存在正交矩阵 A，使得

A · C ·AT =


λ1

λ2

λ3


情形一：λ1, λ2, λ3 中两个为 0。我们可以通过一个旋转，使得 λ2 = λ3 =

0, λ1 6= 0。我们不妨设 λ1 > 0（如不然，用 −C 代替 C）。由于
(
√
λ1)

−1

1

1



λ1

0

0



(
√
λ1)

−1

1

1


T

=


1

0

0


所以，在该情形，我们找到可逆矩阵 A，使得

A · C ·AT =


1

0

0

或A · (−C) ·AT =


1

0

0


情形二：λ1, λ2, λ3 中仅一个为 0。不妨设 λ3 = 0，这时，我们分：

情形二 (I)：λ1 · λ2 > 0，即 λ1, λ2 同号。那么根据情形一的推理，我们总能

找到可逆矩阵 A，使得

A · C ·AT =


1

1

0

或A · (−C) ·AT =


1

1

0


情形二 (II)：λ1 · λ2 < 0，即 λ1, λ2 异号。我们总能找到可逆矩阵 A，使得

A · C ·AT =


1

−1
0


情形三：λ1, λ2, λ3 全不等于 0，我们分两种情形：
情形三 (I)：λ1, λ2, λ3 同号，则存在可逆矩阵 A，使得

A · C ·AT =


1

1

1

或A · (−C) ·AT =


1

1

1
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情形三 (II)：λ1, λ2, λ3 异号，则存在可逆矩阵 A，使得

A · C ·AT =


1

1

−1

或A · (−C) ·AT =


1

1

−1


根据以上分析，我们证明如下

命题 5.3.1 令 S = {C ⊂ RP2|C二次曲线},∼= 射影变换诱导的等价关系，
则等价类集合 S/ ∼= tMi，其中

（空集）M0 = {[x2 + y2 + z2 = 0]}

（点）M1 = {[x2 + y2 = 0]}

（直线）M2 = {[x2 = 0]}

（两条相交直线）M3 = {[x2 − y2 = 0]}

（二次非退化曲线）M4 = {[x2 + y2 − z2 = 0]}

证明. 由于射影变换是保持直线的双射，我们得到 Mi,Mj , i 6= j 之间的元素

不会等价。所以，我们只要说明任何 C 必等价于某个 Mi 中的元素，但这恰恰是

上面的分析告诉我们的。 �
（二）射影观点看欧氏几何

（二.I）Pappus 定理

命题 5.3.2 l1, l2 ⊂ R2 任意二条直线，Ai, Bi, Ci ∈ li, i = 1, 2 任意三点，

P = A1B2 ∩A2B1, Q = A1C2 ∩A2C1, R = B1C2 ∩B2C1，则 P,Q,R 三点共线。

图 5.7: Pappus 定理

Pappus定理有很多不太一样的证明。下面，我们讲一种利用射影变换和欧氏
几何的证明，这个证明展现了射影几何的优美。
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命题 5.3.2的证明. 因为射影变换有保直线的性质，我们试图通过合适的射影
变换，将问题化归为一个“简单”的情形：

步骤一：我们将上述 R2 的图形看成 RP2 中的图形，然后把 RP2 放置在 RP3

中（就如同我们把 RP1 放到 RP2 中一样）。设 l1, l2 所在的射影平面为 π1。

步骤二：任取投影点 O 6∈ π1，则点 O,P,Q 确定一个（射影）平面，称为 π′
2，

任取 π2 为“平行”于 π′
2 且不过 O 点的（射影）平面。我们要考察透视投影

π1
O

Z π2 : π1 −→ π2

根据我们关于在射影直线情形透视投影（或更一般的射影对应）的讨论，在取定

π1, π2 的射影坐标后，透视投影（更为一般的，射影对应）就是射影变换。

步骤三：我们考察 π1 平面上上述图形在 π2 上的投影。记 l′i, A
′
i, B

′
i, C

′
i, P

′,

Q′, R′, i = 1, 2 为 li, Ai, Bi, Ci, P,Q,R 的投影。那么 A′
i, B

′
i, C

′
i ∈ l′i, i = 1, 2。由

于 π2 ‖ π′
2，那么 P,Q 点的投影点落在 π2 的无穷远直线上。换句话说，A

′
1B

′
2 ‖

A′
2B

′
1, A

′
1C

′
2 ‖ A′

2C
′
1。而 P ′, Q′, R′ 共线，即 R′ 也落在 π2 的无穷远直线上，等价

于 B′
1C

′
2 ‖ B′

2C
′
1。

图 5.8: 平面 π2 上的图形

步骤四：根据相似三角形定理：

O′C ′
1

O′A′
1

=
O′A′

2

O′C ′
2

O′A′
1

O′B′
1

=
O′B′

2

O′A′
2

两式相乘，得到：
O′C ′

1

O′B′
1

=
O′B′

2

O′C ′
2

所以 B′
1C

′
2 ‖ B′

2C
′
1，命题得证。 �

（二.II）Desargues 定理
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命题 5.3.3 设 4ABC 与 4A′B′C ′ 其三对对应顶点连线 AA′, BB′, CC ′ 交

于一点，则三对对应边的交点必共线。在图 5.9中，P = AB ∩ A′B′, Q = AC ∩
A′C ′, R = BC ∩B′C ′，则 P,Q,R 共线。

图 5.9: Desargues 定理

图 5.10: 特殊情形

证明. 我们用类似于 Pappus 定理证明的方法。其要点就是通过一恰当的透
视投影，把 P,Q 点投到无穷远处，则问题将化归为平行与相似三角形的性质。即

考察如图 5.10的特殊情形：
已知 AB ‖ A′B′, AC ‖ A′C ′，证明

BC ‖ B′C ′

而这是显而易见的。命题得证。 �
（二.III）Pappus 定理与 Desargues 定理的对偶定理
我们回忆关于射影平面上点与线的对偶原理：

点←→线

两点确定一条直线←→两直线交于唯一一点

三点共线←→三线共点

Pappus 定理的对偶形式：
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命题 5.3.4 P1, P2 ∈ R2 中两点，li,mi, ni 为过 Pi 的三条直线。记 Ol1m2
=

l1 ∩m2, Ol2m1
= l2 ∩m1，以此类推。记直线

u =连接Ol1m2
与Ol2m1

的直线

v =连接Ol1n2
与Ol2n1

的直线

w =连接Om1n2
与Om2n1

的直线

则 u, v, w 交于一点。

如何在图形上直观地看到 Pappus 定理的对偶形式呢？事实上，Pappus 定理
的图形（图 5.7）蕴含着其对偶形式！例如：令

P1 = B1, P2 = B2

l1 = B1A2,m1 = B1C2, n1 = A1C1（原来的 l1）

l2 = B2C1,m2 = B2A1, n2 = A2C2（原来的 l2）

则有

Ol1m2
= P,Ol2m1

= R

Ol1n2
= A2, Ol2n1

= C1

Om1n2
= C2, Om2n1

= A1

故 u = PR, v = A2C1, w = A1C2，结论为：u, v, w 交于 Q 点！

Desargues 定理的对偶形式：

命题 5.3.5 设 4ABC 与 4A′B′C ′，其三对对应边的交点共线，则三对对应

顶点的连线必交于一点。

此命题亦可看成 Desargues 定理的逆命题。

习题

1. 无穷远点并非特殊点。事实上，我们有双射

S1 ψ−→ RP1, eiθ 7→ [(cos θ
2
, sin θ

2
)]

复合映射

R1
φ
↪→ RP1

−→ ψ−1

∼
−→

S1
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验证：ψ−1 ◦ ϕ(R1) = S1\{(1, 0)}。
2. 试证：命题 5.1.3⇒ 命题 5.1.2和命题 5.1.1是对偶命题。
3. 沿用之前的记号，令 l0i ⊂ R2, i = 1, 2，则有：

（1）若 l01 ∦ l02，则 l1 ∩ l2 = l01 ∩ l02 ∈ R2 ⊂ RP2；

（2）若 l01 ‖ l02，则 l1 ∩ l2 = l1 ∩ l∞ = l2 ∩ l∞ ∈ l∞ ⊂ RP2。

（3）求 R2 直线 5x+ 6y + 7 = 0 的射影化交于无穷远直线 l∞ 的射影坐标。

（这道习题解释了“两条平行线相交于地平线”。）

4. 给定 RP2 中三点 A(λ : 0 : 1), B(1 : µ : 0), C(0 : 1 : ν)，证明:A、B、C 三
点共线当且仅当 λµν + 1 = 0。

5. 在 RP2 上任给一般位置的五个点 (即其中任意三点不共线)，证明有且只
有一条二次射影曲线通过它们。

6. 设 F (X,Y, Z) =
∑

i+j+k=d aijkX
iY jZk 为次数为 d 的三元齐次多项式，

试证：

（1）F (λX, λY, λZ) = λdF (X,Y, Z), λ ∈ R。
（2）F (X,Y, Z) 的零点集在 RP2 中是良好定义的，从而它定义了一条 d 次射

影曲线。

7. 类似于 R2 中直线在 RP2 中的射影化，我们对 R2 中 d 次多项式 f(x, y)

零点集定义的 d 次曲线的射影化定义为：

{(X : Y : Z) ∈ RP2|F (X,Y, Z) := Zdf(
X

Z
,
Y

Z
)) = 0}.

（1）求 y2 = x3 + 5x−3 在 RP2 中的射影化，令其为 E。

（2）计算 E ∩ l∞。
（3）试证: E 与 RP2 中任意射影直线最多相交于三个点。

8. 任取 GL3(R) 中的方阵 A、B，证明它们诱导的射影变换相等 ΦA = ΦB

当且仅当对某一实数 λ 6= 0，有 A = λB 成立。

9. 考察 RP2 到 RP2 的一族映射 (t ∈ R)

φt : (x : y : z)→ (tx− y : 6x+ (t− 5)y : x− y + tz)

（1）求 t 的取值范围使得 φt 为射影变换。

（2）设 φt0 不是一个射影变换，试证 φt0 的像为一直线。

10.（1）试求 RP2 上的一射影变换，使点 (1 : 0 : 1), (0 : 1 : 1), (1 : 1 : 1), (0 :

0 : 1) 顺次映射到点 (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), (1 : 1 : 1)。

（2）试证满足上述条件的射影变换是唯一的。

11. 给定 GL3(R) 中的成块矩阵

(
a u
0 C

)
，其中 a ∈ R，u 为 1 × 2 阶且 C

为 2× 2 阶。求此成块矩阵的逆矩阵。
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12. 我们证明了 RP2 上保持无穷远直线的射影变换的全体构成了射影变换群

的子群，且它们自然同构于 R2 上的仿射变换群。试证明保持 RP2 中无穷远直线

l∞(z = 0)、x 轴对应的射影直线 (y = 0) 和 y 轴对应的射影直线 (x = 0) 分别不
变的射影变换全体也构成了一子群，并尝试描述这一子群。

13. 选取并固定 RP1 上不同的 n个点 (n ≤ 3) P1, · · ·Pn，然后再任取 RP1 上

不同的 n个点 Q1, · · ·Qn，试证明：存在射影变换 Φ : RP1 → RP1，使得 Qi = Φ(Pi)

对所有 1 ≤ i ≤ n 成立。
14. 若 RP2 上 A(2 : 1 : −1),B(1 : −1 : 1),C(1 : 0 : 0),D(1 : 5 : −5) 为直线 l

上四点。

（1）求直线 l 的方程。

（2）给出直线 l 的一个射影参数化。

（3）计算 R(A,B,C,D)。

15. 在 RP2 上取三点 A(1 : 4 : 1), B(0 : 1 : 1), C(2 : 3 : −3)，证明 A,B,C

三点共线，并且求此直线上一点 D 使得 R(A,B,C,D) = −4。
16. 令 l1 为 RP2 中 y = z 定义的直线，l2 为 y = x + z 定义的直线，取

O(0 : 2 : 1) 为透视点。

（1）求直线 li 的自然射影参数化 RP1 → li ⊂ RP2(i = 1, 2)。

（2）求透视投影 l1
O

∧̄l2 在上述射影参数化下的坐标表达式。
17. 我们已经证明了，对于 RP2中处于一般位置的四条射影直线 li(1 ≤ i ≤ 4)

（即每条直线交其余三条于不同的三点），存在射影变换 ΦB : RP2 → RP2, 使得

ΦB(l1) = {x = 0}

ΦB(l2) = {y = 0}

ΦB(l3) = {z = 0}

ΦB(l4) = {x+ y + z = 0}

(∗)

试证明满足 (∗) 的射影变换是唯一的。
18*. 设射影平面到自身的一个双射 σ 有不动点 A 和不动直线 l0（l0 上的点

均不动），A 不在 l0 上。并且对于每个其他点 P，σ 把 P 映到直线 AP 上一点

P ′，使得 R(A,P0, P, P
′) = e，其中 P0 是直线 AP 和 l0 的交点，e 6= 0, 1 是常

数。证明：σ 是射影变换。

19.（1）令 B 为 3× 3 对称阵，A 为 3× 3 可逆方阵，t ∈ R。试证

|tI3 −ABA−1| = |tI3 −B|.

提示: 利用 |A ·B| = |A| · |B|。
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（2）令 C 为 3× 3 对称阵，A 为 3× 3 正交阵使得

ACAT =


λ1

λ2

λ3

 .

试证 λi(i = 1, 2, 3) 为特征多项式 |tI3 − C| 的三个根。
（3）判断 RP2 中二次曲线

x2 − y2 + 3z2 + 2xy + 2xz = 0

在射影变换下的类型。

20. 模仿 Pappus 定理的证明，试给出定理 5.3.3的详细证明。
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第六章 拓扑空间与拓扑变换

Sylvester（英国数学家，1814～1897）曾经说过这么一段话，其大意是：“如
果有人要我说出数学中的一个概念，其重要性堪比北极星之于星空，我一定会说，

那就是空间的连续性。是的，就是它！”

空间是由点构成的集合，每个点代表一个位置。但它绝不仅仅是一堆点的集

合，更重要的是，每个点有“邻域”，邻域中的点与该点是“相近”的点。确切的

数学语言表达“邻域”就是“开集”的概念。空间的连续性是从定义好“开集”开

始的。从这里出发，我们就会到达空间“拓扑结构”的概念，以及两个拓扑空间

“连续映射”的概念。拓扑学研究拓扑空间与它们之间的连续映射。

拓扑学是一门非常基础的科学。它在几何与代数、分析之间架起一座新的桥

梁。它的理念在几乎所有近代数学中扮演着关键角色：比如微分方程、力学、复

分析、代数几何、泛函分析、量子物理、表示论，甚至数论、组合学与计算复杂

性理论。

在本章中，我们以一种直观的角度来介绍拓扑学，为我们后续的学习做一些

铺垫。

在刚体变换的学习中，我们研究的对象是刚体。可以想象是由质地坚硬的物

质构成，在运动中只改变位置，而不改变形状。现在，我们要把刚体换成由橡皮构

成的物体，它能够做微小的形变，比如，它可以拉伸、压缩或弯曲。在拓扑学中，

我们也研究球面，但这时，我们不再只考虑由二次方程定义的球面。更好的模型

是一只篮球：首先它表面没那么光滑，其次它可以在挤压下作出微小的形变。这

篮球的表面和形变后的表面都是我们在拓扑学意义下的球面：在拓扑意义下，它

们是等价的。
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在欧氏几何和射影几何中，直线是非常基本的几何对象：在坐标系中，它由

一次线性方程（组）给出。在拓扑学中，我们的直线不再是“直”的，而是“差

不多”直的线：

“拓扑变换”通俗地说是把几何对象做一个形变，但不能撕裂它（增加点），也

不能粘接它不同的点（减少点）。在拓扑学中，一个有名的问题是：我们能否通过

拓扑变换，把一个篮球面变成轮胎面？

为此，我们采用欧拉的观点。

拓扑学上最早的命题之一是哥尼斯堡七桥问题：

问题：一个人能否不重复走遍七座桥？

欧拉把它抽象为一笔画问题，把陆地和岛抽象为 4 个点，把桥抽象为 7 条边：
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命题 6.0.1 一个连通图可以一笔画，当且仅当具有奇数条边经过的点的个数
是 0 或 2。

证明. 习题。 �
对于二维的图形，我们有类似的操作。大家观察

图 6.1: 球面

图 6.2: 环面

欧拉考察了多面体的这么一个量：

v − e+ f

其中 v = 点的个数，e = 边的个数，f = 面的个数。在上图中，

图 6.1：v − e+ f = 4− 6 + 4 = 2

图 6.2：v − e+ f = 16− 32 + 16 = 0

上面的量称为欧拉示性数。在《拓扑学》中，我们可以通过欧拉示性数不同来判

定球面不能通过拓扑变换变成轮胎面。欧拉示性数的重要性首先由如下定理给出：

命题 6.0.2 欧拉公式：任意凸多面体的欧拉示性数为 2。

欧拉公式是一个真正意义上的拓扑学结果：任何两个凸多面体都是拓扑等价

的，即可以用拓扑变换从一个变为另一个。事实上，有

命题 6.0.3 凸多面体与标准球面拓扑等价。

证明. 我们给一个直观的证明。所谓标准球面是指单位球面，当然我们很容易
看到不同半径，不同球心的球面之间是相互拓扑等价的。另一方面，我们可任取
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一个凸多面体的内部点 O（比如重心），以该点为球心作一个充分大半径的球，包

含该凸多面体。那么以 O 点作投影，就可以得到该凸多面体与球面的一个拓扑变

换。 �

定义 6.0.1 令 S2 为（拓扑）球面。S2 上的一个子集 X ⊂ S2 称为一球面网

络，若 X 由有限个点和有限条曲线组成，且满足：

（1）每条曲线（边）的端点是两个不同的点（节点）；
（2）不同的曲线（边）不相交；
（3）每条曲线（边）不自交。

推论 6.0.4 令 X ⊂ S2 为一球面网络，其（节）点个数为 v，曲线（边）个

数为 e，X 分割 S2 的面块数为 f，则有

v − e+ f = 2

例 6.0.1

v = 1, e = 0, f = 1 v = 2, e = 1, f = 1 v = 3, e = 3, f = 2

v = 4, e = 6, f = 4

数一数任何一个足球上的球面网络的 v, e, f！

定义 6.0.2 三维欧氏空间中的正多面体是一凸多面体，其每一面都是某固定
n 的正 n 边形，其每一顶点含于相同个数的面。

推论 6.0.5 正多面体有五个，分别为：正四面体，正六面体，正八面体，正
十二面体，正二十面体。
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图 6.3: 五种正多面体

证明. 设正多面体的面有 n 条边，且每个点含于 m 个面（亦即含于 m 条边

中）。那么，我们有

v =
nf

m
∈ N, e =

nf

2
∈ N,且

nf

m
− nf

2
+ f = 2

⇔f · (2n+ 2m−mn) = 4m

由 2n+ 2m−mn > 0，得

m <
2

1− 2
n

≤ 6, n ≥ 3

故

m ≤ 5,进而f ≤ 20

情形一：m = 3，则 f · (6− n) = 12，故

f = 4, n = 3⇒正四面体

f = 6, n = 4⇒正六面体

f = 12, n = 5⇒正十二面体

情形二：m = 4，则 f · (8− 2n) = 16，故

f = 8.n = 3⇒正八面体

情形三：m = 5，则 f · (10− 3n) = 20，故

f = 20, n = 3⇒正二十面体

�
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注记 6.0.1 上述论证有一处不慎严密，即未说明给定 (n,m, f) 值的正多面

体的唯一性。这可以由柯西的第一个数学成就——凸多面体的刚性定推得。也可

以通过证明每个顶点 m 条边构成的球心角是唯一的来推得唯一性。在此，我们不

再赘述。

在上述讨论中，我们发现把闭合曲面剪开，并剪成一些简单图形是非常要紧

的。1那么，我们也可以反过来，用粘合简单图形的边来构造（闭合）曲面！

例 6.0.2（莫比乌斯带）

莫比乌斯带奇怪的地方是不可定向！我们把它和圆柱面比较，圆柱面是可定

向的。

用直观的方法来理解：在圆柱面的任一点，根据法向的朝向，可以定出圆柱

面的内面和外面；但莫比乌斯带却不能分出内、外两面。比如，你放一个虫子在

圆柱面的外面上，那么只要它不越过边界，它不能爬到内面。而若把它放到莫比

乌斯带上，它不需越过边界，就可以爬到这个带上的任何一点。

例 6.0.3（克莱因瓶）
1事实上，我们中可以把它们剪成三角形，这导致一个空间可三角剖分的拓扑概念。
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因为在 E3 中，我们无法在不产生自交的情况下，把圆柱体两端按曲线指示

方向粘合起来，克莱因瓶在三维空间中并不存在。克莱因瓶也等价于把莫比乌斯

带的边界粘合起来。不难看到，它是一个不可定向的闭合曲面。请比较轮胎面（可

定向闭合曲面）。

我们还有一个不可定向的闭合曲面的例子，那就是射影平面 RP2。

例 6.0.4（射影平面）

虽然克莱因瓶和射影平面是高维空间中的闭合曲面，但我们还是可以问它们

之间是否可以通过拓扑变换来等同起来？我们还是可以通过计算欧拉示性数来区

分它们！

克莱因瓶的欧拉示性数 = 1− 2 + 1 = 0

射影平面的欧拉示性数 = 2− 2 + 1 = 1

我们有下面的基本定理，其准确陈述和证明属于《拓扑学》的内容。

定理 6.0.6 闭合曲面的拓扑变换下的等价类由可否定向和欧拉示性数完全
确定下来。
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第七章 几何与应用

在前面的章节里，我们对几何学的历史发展，欧氏几何，射影几何等进行了一

个简单的介绍。现代的几何学已经发展到一个相当抽象的程度。在这一章里，我

们的着眼点不是几何理论是如何延续发展的，而是几何学在我们现实世界中有何

应用。事实上，我们很快发现几何学应用之广远超我们之想象。我们通过挑选一

些大家耳熟能详的例子来介绍这方面的知识，以此来启发并激励大家对几何学的

进一步学习。
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