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本章向读者介绍集中不等式这一丰富的课题. 在 2.1 节说明为什么需要学习本章内容之后, 我们将
在后面几节证明一些基本的集中不等式: 2.2 节和 2.6 节证明 Hoeffding (霍夫丁) 不等式, 2.3 节证
明 Chernoff (切尔诺夫) 不等式, 2.8 节证明 Bernstein (伯恩斯坦) 不等式. 本章的另一个目标介绍
两类重要的分布: 2.5 节中的次高斯分布和 2.7 节中的次指数分布. 这些类别形成了一个自然的” 栖
息地”, 在其中, 许多高维概率的结果及其应用得到了发展. 我们也将在 2.2 节和 2.4 节中分别给出
集中不等式在随机算法中的两个快速应用. 本章的内容在后面还有更多的应用.

2.1 集中不等式的由来

集中不等式量化了随机变量 X 如何偏离它的均值 µ. 它们通常给出 X − µ 尾分布的双侧边界形式.
例如:

P {|X − µ| > t} ⩽ ε (ε < 1) (2.1)



最简单的集中不等式是切比雪夫不等式 (Coronary 1.3). 它具有一般性, 但往往不够有力. 让我们用
二项分布的例子来说明这一点.

Question 2.1. 抛一枚硬币 N 次, 问至少得到 3N
4 次正面朝上的概率是多少?

设 SN 为正面朝上的次数, 那么

ESN =
N

2
, V ar (SN ) =

N

4
(2.2)

切比雪夫不等式界定的至少得到 3N
4 次正面朝上的概率为

P
{
SN ⩾ 3

4
N

}
⩽ P

{∣∣∣∣SN − N

2
⩾ N

4

∣∣∣∣} ⩽ 4

N
(2.3)

因此其概率关于 N 至少线性地收敛于零.

这是正确的递减速度, 还是我们应该期待更快的递减速度? 让我们用中心极限定理来处理同一问题.
为了做到了这一点, 我们把 SN 表示为独立随机变量的和:

SN =

N∑
i=1

Xi (2.4)

其中, Xi 是相互独立的, 服从参数为 1
2 的伯努利分布的随机变量, P {Xi = 0} = P {Xi = 1} = 1

2 (这
里 XiI 表示第 i 次抛硬币出现的结果, Xi = 1 表示正面朝上). 棣莫弗–拉普拉斯中心极限定理指出,
正面朝上的次数的标准化数分布

ZN =
SN − N

2√
N
4

(2.5)

依分布收敛于标准正态分布 N (0, 1), 因此, 我们可以推断出, 当 N 是一个很大的数时, 我们有

P
{
SN ⩾ 3

4
N

}
= P
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√
1

4
N

}
≈ P

{
g ⩾

√
1

4
N

}
(2.6)

其中, g ∼ N (0, 1). 为了明白这个量关于 N 是如何递减的, 我们现在引入正态分布尾分布的一个很
好的界.
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Claim 2.1 (正态分布的尾分布). 设 g ∼ N (0, 1). 则对任意 t > 0, 都有(
1

t
− 1

t3

)
1√
2π

e−
t2

2 ⩽ P {g ⩾ t} ⩽ 1

t

1√
2π

e−
t2

2 (2.7)

特别地, 如果 t ≥ 1, 则尾分布的上界为密度函数

P {g ⩾ t} ⩽ 1√
2π

e−
t2

2 (2.8)

证明. 为了获得尾分布的一个上界, 先考虑

P {g ⩾ t} ⩽ 1√
2π

∫ ∞

t
e−

x2

2 dx (2.9)

作变量替换 x = t+ y, 得到

P {g ⩾ t} =
1√
2π

∫ ∞

0
e−

t2

2 e−ty e−
y2

2︸ ︷︷ ︸
⩽1 if y⩾0

dy ⩽ 1√
2π

e−
t2

2

∫ ∞

0
e−tydy (2.10)

因为最后一个积分等于
1

t
, 所以得到尾分布的上界.

同时, 由于 1− 3x−4 ⩽ 1, 下界来自下面的恒等式

∫ ∞

t
(1− 3x−4)e−

x2

2 dx =

(
1

t
− 1

t3

)
e−

t2

2 (2.11)

故得证.

先回到 2.3 式, 我们可以看到至少有 3
4N 次正面朝上的概率小于

1√
2π

e−
N
8 (2.12)

这个量关于 N 呈指数快速地递减到零, 这比切比雪夫不等式得出的 2.3 中的线性衰减要好的多.

遗憾的是 2.12 没有严格遵循中心极限定理. 虽然 2.6 中的正态密度函数是近似有效的, 但近似误差
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不可忽略, 并且误差递减得太慢, 甚至比 N 的线性递减还要慢, 这可以从下面的中心极限定理的精
确定量版本中看到.

Theorem 2.1 (Berry-Esseen 中心极限定理). 在 Lindeberg-Lévy 定理中, 对任意 N 和任意 t ∈ R,
有

|P {ZN ⩾ t} − P {g ⩾ t}| ⩽ ρ√
N

(2.13)

其中 ρ = E|X1−µ|
σ3 , 且 g ∼ N (0, 1) .

Remark 1 (Lindeberg-Lévy 中心极限定理). 设随机变量 X1, X2, ... 是独立同分布的序列, 其均值
为 µ, 方差为 σ2. 考虑随机变量之和 SN = X1 + · · ·+XN , 并对其进行标准化以获得具有零均值和
单位方差的随机变量, 即

ZN :
SN − ESN√
V ar (SN )

=
1

σ
√
N

N∑
i=1

(Xi − µ) (2.14)

则当 N → ∞ 时, 有
ZN

依分布→ N (0, 1) (2.15)

By Thm 2.1, 2.6 中的近似误差的阶为 1√
N

, 这不满足呈指数递减的结果 2.12.

我们能使用中心极限定理改进所涉及的近似误差吗? 一般来说, 并不能. 如果 N 是偶数的话, 那么
恰好得到

N

2
从正面向上的概率是

P
{
SN =

N

2

}
= 2−N

(
N
N
2

)
∼ 1√

N
(2.16)

最后的估计可以用 Stirling 公式得到.

斯特林公式:

( https://en.wikipedia.org/wiki/Stirling%27s_approximation)

√
2π nn+ 1

2 e−n ⩽ n! ⩽ e nn+ 1
2 e−n (2.17)

因此 P{g = 0} = 0, 所以这时近似误差的阶数必须是 1√
N

.

让我们总结前面的结论. 中心极限定理通过正态分布来逼近独立随机变量之和 SN = X_1 + · · · +
XN . 正态分布很好, 因为它的尾分布很轻, 呈指数递减. 但与之相应的是, 中心极限定理的近似误差
递减得太慢, 甚至比线性得递减还要慢, 这个巨大得误差是证明具有指数递减尾分布得随机变量 SN
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集中特性得一个障碍.

为了解决这个问题, 我们将探讨替代得, 直接得, 绕过中心极限定理得集中方法。

Homework 2.1 (截断正态分布). 设 g ∼ N (0, 1), 求证: 对于所有的 t ≥ 1, 都有

Eg21{g>t} =
t√
2π

e−
t2

2 + P {g > t} ⩽
(
t+

1

t

)
1√
2π

e−
t2

2 (2.18)

2.2 Hoeffding 不等式

2.3 Chernoff 不等式

2.4 应用: 随机图的度数

2.5 次高斯分布

2.6 广义 Hoeffding 不等式和辛钦不等式

2.7 次指数分布

2.8 Bernstein 不等式

2.9 后注
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